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В данной работе рассматривается задача синхронизации нескольких конвейеров 
в многоконвейерной вычислительной системе. В рамках рассматриваемой мо-
дели допускается возможность пересылок данных между конвейерами. Для ис-
следования используется теория решетчатых графов. Результаты этой и других 
работ используются при разработке Открытой распараллеливающей системы. 
CALCULATION OF PIPELINE START DALAYS THAT TAKES INTO 
CONSIDERATION DATA SEND TIME / R.B. Steinberg (Rostov State Univer-
sity, 105 B Sadovaya-street, Rostov-on-Don, 344006, Russia, E-mail: 
romanofficial@yandex.ru). The problem of several pipeline synchronization in mul-
tipipeline computer system is considered in the present paper. In the context of con-
sidering model, the possibility of data send between pipelines is allowed. The analy-
sis uses the lattice graphs theory. The results of this and other researches are applied 
to development of Open Parallelizing System. 

 
 

1. Введение 

1.1. Постановка задачи 
Хорошо известно, что конвейерные вычисления (см. [1-3], [6]) отличаются 

высокой эффективностью на широком классе программ. Данная работа является 
обобщением работы [4] и допускает возможность пересылок данных между 
конвейерами. 

Качество конвейеризации цикла на компьютере с несколькими процессора-
ми можно рассматривать по нескольким параметрам: средняя загруженность 
каждого процессора, объем вычислений выполняемых последовательно, коли-
чество пересылок данных и т.д. Но сама возможность преобразования цикла к 
«хорошему» виду, также как и все эти параметры качества распараллеливания, 
зависит от зависимостей между данными. Так, например, есть циклы, которые 
ни распараллеливать, ни преобразовывать нельзя именно ввиду этих зависимо-
стей. 

Определение 1. Вхождением переменной будем называть пару: переменная 
и место в тексте программы, где происходит обращение к этой переменной. 

Определение 2. Вхождение переменной называется генератором, если в этом 
месте программы в ячейку памяти, соответствующую этой переменной, проис-
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ходит запись. В противном случае (чтение из ячейки), вхождение называется 
использованием. 

Определение 3. Два вхождения называются зависимыми, если они обраща-
ются к одной и той же ячейке памяти. При этом говорят, что вхождение v зави-
сит от вхождения u, если вхождение v обращается к некоторой ячейке памяти 
позже, чем вхождение u. 

Определение 4. Пусть вхождение u зависит от вхождения v. Зависимость 
между u и v называется истинной (потоковой), если u – использование, а v – ге-
нератор. 

В данной работе будет рассмотрен двумерный цикл c одной информацион-
ной зависимостью:  
 
 Do 10 i1=1,N1 

 Do 10 i2=1,N2 

 X[a1*i1+c1*i2+d11, a2*i1+c2*i2+d12] = … 

10 … =… X[b1*i1+c1*i2+d21, b2*i1+c2*i2+d22], 

 
в котором параметры N1,N2,a1,a2,b1,b2,c1,c2,d11,d12,d21,d22 принимают цело-
численные значения. Влияние нескольких информационных зависимостей на 
задержку в стартах конвейеров можно оценить как максимум задержек, вычис-
ленных для каждой отдельной зависимости. 

Предположим, этот цикл должен быть реализован на многоконвейерной ар-
хитектуре, т.е. конвейерно будет выполняться внутренний цикл, а конвейеров 
будет N1 штук.  

Уточним условия, при которых будет конвейеризоваться внутренний цикл. 
1) Будем считать, что количество ресурсов не ограничено, т.е. в один момент 

времени мы можем запустить любое количество конвейеров. 
2) Будем предполагать, что время дискретно. Время между стартами итераций 

внутри одного конвейера обозначим iii. Время выполнения одной итерации 
цикла обозначим Tit (естественно полагать эту величину не меньшей 1). 
Время пересылки данного между конвейерами обозначим Tsend.  

3) Будем считать, что конвейеры всегда стартуют последовательно и время ме-
жду стартами соседних конвейеров величина постоянная (будем называть ее 
задержкой между стартами конвейеров или просто задержкой). 

4) Значащие элементы массива X[i,j] находятся не только в целочисленном 
прямоугольнике [1,N1]×[1,N2], но и за его пределами, т.е. для любых i, j 
ячейка X[i,j] содержит значение важное для работы программы. Разумно 
предположить, что в правильно работающей программе индексные выраже-
ния находятся в пределах границ массива. 
В дальнейшем эти условия будем называть условиями на математическую 

модель или соглашениями. Отметим, что переход от полученного в итоге реше-
ния к решению задачи с ограниченным количеством ресурсов и/или перемен-
ным количеством конвейеров стартующих одновременно, представляется не-
сложным. 

Целью данной работы является выявление межитерационных зависимостей 
в описанном выше цикле и вычисление задержки между стартами конвейеров, 
на которые этот цикл будет отображаться. Это особенно актуально для супер-
компьютеров с перестраиваемой архитектурой, потому что для этого класса 
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компьютеров есть возможность работать с любым циклом такого вида, но нуж-
но соблюсти все зависимости между данными. 

Понятно, что при описанных допущениях на математическую модель за-
держка будет определяться информационными зависимостями между итера-
циями описанного выше цикла. Для нахождения ее нам потребуется построить 
граф, который будет описывать информационные зависимости между итера-
циями цикла. 

Определение 5. Пространством итераций n-мерного цикла называется мно-
жество всех целочисленных векторов I = (I1, I2, … , In), которые удовлетворяют 
системе неравенств Li ≤ Ii ≤ Ri, где i = 1…n, а Li, Ri – это левые и правые границы 
соответствующих циклов. 

Определение 6. Зафиксируем пару вхождений: генератор и использование. 
Элементарным решетчатым графом (см. [1]) будем называть граф, у которого 
множество вершин является пространством итераций, а две вершины соединены 
дугой, если на итерации, соответствующей первой из них генератором записы-
вается данное, которое будет считано использованием на итерации, соответст-
вующей второй из вершин. 

Необходимо отметить, что вертикальные дуги в элементарном решетча-
том графе влиять на задержку не будут, потому что они определяют зависи-
мости внутри конвейеров, т.е. влияют на iii, а не на задержку между стартами 
конвейеров. Далее будем обозначать этот граф G и запись (x1; y1; x2; y2)∈G бу-
дет означать, что в этом графе есть дуга, ведущая от (x1; y1) к (x2; y2). 

Вначале рассмотрим произвольную не вертикальную дугу графа информа-
ционных зависимостей и посмотрим, как она влияет на задержку между старта-
ми конвейеров. Предположим, что эта дуга единственная и пусть ее начало (i1; 
i2), а конец (j1; j2). Так как дуга не вертикальная, то i1 < j1. Предположим, что i2 = 
j2. Тогда задержка между стартами конвейеров с номерами i1 и j1 будет равно Tit 
+ Tsend (соглашение 2). Предположим, что i2 > j2. Тогда задержка между стартами 
i1 и j1 конвейеров будет равна Tit + Tsend + i2 – j2. Предположим, что i2 < j2. Тогда 
задержка между стартами конвейеров с номерами 1i  и 1j  будет равна 0, при j2 – 
i2 ≥ Tit + Tsend, и равна Tit + Tsend + i2 – j2, при j2 – i2 < Tit + Tsend.  

Теперь введем следующее обозначение: z[i1; j1] – это минимально-
допустимая задержка между 1i  и 1j  конвейерами. Тогда для случая единствен-
ной не вертикальной дуги в решетчатом графе справедливо следующее равенст-
во: 
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Введем в рассмотрение следующую функцию: 
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Отметим, что с учетом соглашения 3 задержка z между стартами соседних 
конвейеров выражается формулой: 
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причем она ограничена снизу 0 ввиду соглашения 1. 
В частном случае, если граф состоит из одной дуги с началом (i1; i2) и кон-

цом (j1; j2): 
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Соглашение 4, которое еще не было упомянуто, позволяет нам не акценти-
ровать внимание на индексных выражениях в массиве. Если же мы ограничимся 
прямоугольными пространствами данных, придется в алгоритме поставить до-
полнительные ограничения на индексные выражения. Более того, для некото-
рых пар пространство данных - пространство итераций возникнет два вопроса: 
почему в цикле происходит обращение к ячейке памяти вне прямоугольного 
пространства данных и какое решение принимать в такой ситуации? 

1.2. Пример 
Пусть дан цикл следующего вида: 
 

 Do 10 i1=1,N1 

 Do 10 i2=1,N2 

 X(i1-i2, 2*i1+i2) = … 

10 … =… X(i1-i2+1, i1+i2+1), 

 
Граф информационных зависимостей этого цикла (N1=N2=8) изображен на 

рис. 1. Этот граф показывает, что на 5-ой итерации внешнего цикла существует 
зависимость от данных полученных на 4-ой итерации внешнего цикла, т.е. рабо-
та 5-го конвейера должна быть синхронизирована с работой 4-го конвейера так, 
чтобы не нарушить логику последовательных вычислений. 
 

 
Рис. 1. Решетчатый граф для примера из пункта 1.2. 

 
Итак, z[4;5] = w(Tit + Tsend – 2), z[6;8] = w(Tit + Tsend – 3), для других пар зна-

чений i1, j1: z[i1; j1] = 0. Тогда z = w(Tit + Tsend – 2). 
Вернемся к общей постановке задачи. 
Введем в рассмотрение множество Δ = {(x; y)∈Ζ2| 0 ≤ x ≤ N1 & 0 ≤ y ≤ N2}. 
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Введем в рассмотрение бинарное отношение линейного порядка p на мно-
жестве Ζ2 следующим образом: (i1; i2) p (j1; j2) означает либо i1 < j1, либо i1 = j1 и 
i2 < j2. Будем называть это бинарное отношение лексикографическим сравнени-
ем. Пусть M⊂Ζ2 – конечное множество. Определим lexmax(M) следующим об-
разом: lexmax(M) = I, где I∈M и для любого I’∈M такого, что I ≠ I’ выполняется 
I’ p I. Будем называть эту функцию лексикографическим максимумом. 

Пусть генератор на итерации I = (i1; i2) обращается к той же ячейке памяти, 
что и использование на итерации J = (j1; j2). Тогда пара (I; J) удовлетворяет сис-
теме диофантовых уравнений: 
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где d1 = d21 – d11, d2 = d22 – d12, а все остальные параметры системы равны од-
ноименным параметрам цикла, описанного в пункте 1.1. В матричном виде эта 
система имеет вид: 
(2) AI = BJ + D, 
где  
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С учетом предшествующих обозначений и того, что I = (i1; i2) – итерация 
генератора и J = (j1; j2) – итерация использования одной и той же ячейки памяти, 
в нашей задаче естественными являются следующие ограничения: 
(3) I, J∈Δ, I p J, I = lexmax K, 
где K – множество всех таких I’∈Ζ2, что (I’; J) – решение системы (2). 

Теперь нужно отметить, что все решения системы (2)-(3) задают дуги в ре-
шетчатом графе цикла, описанного в пункте 1.1, причем среди них могут быть 
и вертикальные тоже. Для поиска решения этой системы, мы рассмотрим пять 
случаев: 
1) |A| ≠ 0, |B| ≠ 0. 
2) |A| = 0, |B| ≠ 0. 
3) |A| ≠ 0, |B| = 0. 
4) |A| = 0, |B| = 0, либо с1 ≠ 0, либо с2 ≠ 0. 
5) |A| = 0, |B| = 0, с1 = с2 = 0. 

Для каждого из этих пяти случаев мы укажем  
• пример, удовлетворяющий условиям данного случая; 
• исследование задачи, при ограничениях наложенных условиями данного 

случая; 
• условия существования зависимостей, а, следовательно, и дуг графа зависи-

мостей; 
• систему равенств, которая задает решения системы (2)-(3), а значит, задает 

дуги графа зависимостей; 
• задержку между стартами конвейеров. 

В связи с тем, что в начале каждого исследованного случая демонстрирует-
ся пример, мы рекомендуем читателю, в «сомнительных» на его взгляд ситуа-
циях обращаться к этим примерам. 
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2. Случай |A| ≠ 0, |B| ≠ 0 

2.1. Пример 
Рассмотрим двойной цикл с двумя вхождениями следующего вида: 

 
 Do 10 i1=1,N1 

 Do 10 i2=1,N2 

 X(2*i1-i2, i1+i2) = … 

10 … =… X(i1-i2, i1+i2), 

 
Выпишем систему (2)-(3) для данного примера: 
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Отметим, что в этом случае, уравнение (2) не может иметь двух разных ре-
шений с одинаковыми значениями J = (j1; j2), поэтому условие лексикографиче-
ского максимума в наборе ограничений (3) является избыточным. Итак, приве-
дем последнюю систему к виду: 
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Решим диофантово уравнение из второй строчки: 
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Тогда 
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Чтобы проиллюстрировать пример рисунком выберем N1 = N2 = 8. Из всего 
множества целых чисел необходимо выбрать допустимые значения параметра t, 
т.е. множество целых чисел, удовлетворяющее ограничениям (3). Обозначим 
через D = {t∈Ζ| 1 ≤ 2t ≤ 3t ≤ 8 & 1 ≤ |t| ≤ 8–1} множество допустимых значений 
параметра t. Тогда D = {1; 2}. Теперь несложно построить граф информацион-
ных зависимостей (см. рис. 2). 
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Рис. 2. Решетчатый граф для примера из пункта 2.1. 

 
Для того, чтобы вычислить задержку необходимо отобрать те значения па-

раметра t, которые с одной стороны относятся только к не вертикальным дугам 
(т.е. i1 < j1), а с другой стороны, для которых значения функции z[i1; j1] были 
больше 0 (т.е. w(Tit + Tsend + i2 – j2) > 0).  

Обозначим через H = D ∩ {t∈Ζ| 2t < 3t & Tit + Tsend + t > 0}. Тогда H = {1; 2}, 
т.к. Tit > 1. Тогда  
 z = max {w(Tit + Tsend + 1); w(Tit + Tsend + 2) × 0,5} = 
 = w(Tit + Tsend + 1). 
 

2.2. Исследование 
Отметим, что в этом случае, уравнение (2) не может иметь двух разных ре-

шений с одинаковыми значениями J = (j1; j2)., поэтому условие лексикографиче-
ского максимума в наборе ограничений (3) является избыточным. 

Очевидным является то, что 02
2

2
1 ≠+ cc , иначе 0== BA . Не умаляя 

общности, предположим, что c1 ≠ 0. Тогда мы можем утверждать, что в этом 
случае систему (2)-(3) с помощью вычитания уравнений можно привести к ви-
ду: 
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где 2a′  = c1a2 – c2a1, 2b′  = c1b2 – c2b1, 2d ′  = c1d2 – c2d1.  

Пусть γ = НОД( 22 ; ba ′−′ ). Предположим 
γ

2d ′
∈Ζ, иначе второе уравнение не 

имеет решений, а значит и вся система (4) решений иметь не будет. Тогда суще-
ствуют i0, j0∈Ζ такие, что 20202 djbia ′+′=′ . Решаем диофантово уравнение во 
второй строке системы (4): 
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(5) 
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После подстановки выражений для 1i  и 1j  в первое уравнение, получается: 
 i2 – j2 = (a2b1 – a1b2)t + (b1j0 – a1i0 + d1)/c1 

Предположим b1j0 – a1i0 + d1 делиться нацело на c1, иначе последнее уравне-
ние не имеет решений, а значит и вся система (5) решений не имеет. 
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где 2a′  = c1a2 – c2a1, 2b′  = c1b2 – c2b1, β(t) = (a2b1 – a1b2)t + (b1j0 – a1i0 + d1)/c1. 
 

2.3. Условия существования дуг в решетчатом графе  
Обозначения: 

 2a′  = c1a2 – c2a1, 2b′  = c1b2 – c2b1, 2d ′  = c1d2 – c2d1, 
 ∃ i0, j0∈Ζ: 20202 djbia ′+′=′ , 
 β(t) = (a2b1 – a1b2)t + (b1j0 – a1i0 + d1)/c1, 
 D = {t∈Ζ| 1 ≤ i0 + 2b′ t ≤ j0 + 2a′ t ≤ N1 & 1 ≤ |β(t)| ≤ N2–1} 

Условия: 
 (b1j0 – a1i0 + d1)/c1∈Ζ & D ≠ Ø. 
 

2.4. Формула вычисления дуг графа 
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2.5. Задержка 
Рассмотрим выражение: 
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где i1 < j1.  
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Так как нас интересует максимум этого выражения, то нас интересуют 
только t∈H⊂D, где H = D ∩ {t∈Ζ| i0 + 2b′ t < j0 + 2a′ t & Tit + Tsend + β(t) > 0}. От-
метим также, что в числителе и знаменателе линейные по t функции. Так как 
множество D  – конечно, то и множество H тоже конечно. Тогда существуют 
минимальный и максимальный элементы во множестве H, если оно не пусто. 
Пусть tmin ≤ t ≤ tmax, для любого t∈H. 

Рассмотрим дробно-линейную функцию h(t) = (q1t + p1)/(q2t + p2) с вещест-
венным аргументом t∈[tmin; tmax], обладающую следующим свойством: – 
p2/q2∉[tmin; tmax]. Отметим, что 
i) функция h(t), на отрезке t∈[tmin; tmax] монотонна (либо возрастает либо убы-

вает в зависимости от знака числа 1221 pqpq − ).  
ii) функция h(t), на отрезке t∈[tmin; tmax] непрерывна. 

Рассмотрим дробно-линейную функцию g(t) = (β(t) + Tit + Tsend)/(j0 –
 i0 + t( 2a′  – 2b′ )) с вещественным аргументом t∈[tmin; tmax], т.к. j0 – i0 + t( 2a′  –
 2b′ )>0, t∈H. Из свойств i, ii следует, что на отрезке t∈[tmin; tmax]: max g(t) = max 
{g(tmin); g(tmax)}. Тогда на множестве t∈H: max g(t) = max {g(tmin); g(tmax)}.  

Итак, 
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3. Случай |A| = 0, |B| ≠ 0 

3.1. Пример 
Рассмотрим двойной цикл с двумя вхождениями следующего вида: 

 
 Do 10 i1=1,N1 

 Do 10 i2=1,N2 

 X(i1-i2, 1) = … 

10 … =… X(2*i1-i2-8, i1-3), 

 
Выпишем систему (2)-(3) для данного примера: 
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где K – множество всех таких I’∈Ζ2,что (I’; J) – решение системы (2). 
Пусть i1 = 4 – k, 0 ≤ k ≤ N1. Тогда 
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Подставим второе и третье уравнение в первое: 
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Обозначим через β(k) = i2 – j2 = 4 – k. Введем в рассмотрение следующие 
множества: 
 D0 = {j∈Ζ∩[1; N2]| β(0) < 0 & j + β(0) ∈ j∈Ζ∩[1; N2]}, 

 Dk = {j∈Ζ∩[1; N2]| α – k∈Ζ∩[1; N1] & j + β(k)∈Ζ∩[1; N2]}\ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
s

k

s
D

1

0
U , 

для всех k удовлетворяющих условию 1 ≤ k ≤ N1 
Найдем D0: 

D0 = Ø 
Найдем D1: 

D1= {j∈Ζ∩[1; 8]| 4 – 1∈Ζ∩[1; 8] & j + 4 – 1∈Ζ∩[1; 8]}\D0 = {1; 2 ;3 ; 4; 5}  
Найдем D2: 

D2 = {j∈Ζ∩[1; 8]| 4 – 2∈Ζ∩[1; 8] & j + 4 – 2∈Ζ∩[1; 8]}\(D0 ∪ D1)= {6} 
Найдем D3: 

D3 = {j∈Ζ∩[1; 8]| 4 – 3∈Ζ∩[1; 8] & j + 4 – 3∈Ζ∩[1; 8]}\(D0 ∪ D1 ∪ D2) = {7} 
Отметим, что для любого k ≥ 4 выражение 4 – k ≤ 0, следовательно Dk = Ø, 

при k ≥ 4. Теперь мы можем описать все решения нашей задачи следующим об-
разом: 
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где H = {k∈N ∪ {0}| Dk ≠ Ø } = {1; 2; 3}. 
Тогда 

 

{ } { } { }⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∈
+=

=
=

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∈
+=

=
=

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∈
+=

=
=

.7
,1

,4
,1

,6
,2

,4
,2

,5,4,3,2,1
,3

,4
,3

2

22

1

1

2

22

1

1

2

22

1

1

j
ji

j
i

j
ji

j
i

j
ji

j
i

UU  

Теперь несложно построить граф информационных зависимостей (см. рис. 
3). Далее для вычисления задержки необходимо воспользоваться формулой (1): 
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Рис. 3. Решетчатый граф для примера из пункта 3.1. 

 
 z = max {w(Tit + Tsend + 3); w(Tit + Tsend + 2)/2; w(Tit + Tsend + 1)/3} = 
 = w(Tit + Tsend + 3). 
 

3.2. Исследование 
Очевидным является то, что 02

2
2

1 ≠+ cc , иначе |B| = 0. Не умаляя общно-
сти, предположим, что c ≠ 0. Тогда мы можем утверждать, что в этом случае 
систему (2)-(3) с помощью вычитания уравнений можно привести к виду c 0-
строкой в матрице A: 
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где K – множество всех таких I’∈Ζ2,что (I’; J) – решение системы (2). Коэффи-
циент при переменной 2j  во втором уравнении равен 0 вследствие того, что он 
должен быть равен коэффициенту при 2i , так как был ему равен до преобразо-
вания системы (2). 

Пусть α = – d2/b2, следовательно, j1 = α. Тогда система не имеет решений, 
если α∉Ζ ∩ [1; N1]. 

Введем следующее обозначение: пусть k такое число, что i1 = α – k, 
0 ≤ k < N1. Тогда первое уравнение можно записать в виде: 
 a1(α – k) + c1i2 = b1α + c1j2 + d1  c1(i2 – j2) = (b1 – a1)α + d1 + a1k 

Пусть β(k) = ((b1 – a1)α + d1 + a1k)/c1. Тогда система не имеет решений, если 
для любого 0 < k < N1 выполняется β(k) ∉ Ζ ∩ [– N2; N2] и  
β(0) ∉ Ζ ∩ [– N2 + 1; –1]. 

С учетом новых обозначений получаем: 
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где K – множество всех таких I’∈Ζ2,что (I’; J) – решение системы (2). Чтобы 
систему (6) избавить от использования лексикографического максимума необ-
ходимо ввести систему множеств {Dk}, 0 ≤ k ≤ N1: 
 D0 = {j∈Ζ∩[1; N2]| β(0) < 0 & j + β(0) ∈ j∈Ζ∩[1; N2]}, 

 Dk = {j∈Ζ∩[1; N2]| α – k∈Ζ∩[1; N1] & j + β(k)∈Ζ∩[1; N2]}\ ⎟
⎠
⎞
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s

k

s
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0
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для всех k удовлетворяющих условию 1 ≤ k ≤ N1 
Отметим, что если при k = 0 есть решения системы, то граф информацион-

ных зависимостей имеет вертикальные дуги, при β(k) < 0. 

3.3. Условия существования графа 
Обозначения: 
 α = – d2/b2, β(k) = ((b1 – a1)α + d1 + a1k)/c1  
 D0 = {j∈Ζ∩[1; N2]| β(0) < 0 & j + β(0) ∈ j∈Ζ∩[1; N2]}, 

 Dk = {j∈Ζ∩[1; N2]| α – k∈Ζ∩[1; N1] & j + β(k)∈Ζ∩[1; N2]}\ ⎟
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⎛ −

=
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для всех k удовлетворяющих условию 1 ≤ k ≤ N1 
 D = ∪Dk, 0 ≤ k < N1. 

На практике рекомендуется перебрать j ∈ Ζ ∩ [1; N2] и в первую очередь 
построить разбиение на Dk в соответствии с определением этой системы мно-
жеств. 
Условия: 
 α∈ Ζ ∩ [1; N1], D ≠ Ø. 
 

3.4. Формула вычисления дуг графа 
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где H = {k∈N ∪ {0}| Dk ≠ Ø }. 
Ввиду того, что сказано в пункте 3.3, множество H – конечно. 

3.5. Задержка 
Рассмотрим выражение: 
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Пусть kmin ≤ k ≤ kmax, для любого k∈H. Так как нас интересует максимум вы-
ражения z[i1; j1]/(j1 – i1), то мы можем воспользоваться вспомогательными ре-
зультатами, рассмотренными в пункте «Задержка» для случая |A| ≠ 0, |B| ≠ 0. 

Обозначим через, 
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Итак, 
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следовательно, 
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4. Случай |A| ≠ 0, |B| = 0 

4.1. Пример 
Рассмотрим двойной цикл с двумя вхождениями массива X[ , ]: 

 
 Do 10 i1 = 1,8 

 Do 10 i2 = 1,8 

 X(i1+2*i2, i1-3) = … 

10 … = … X(3*i1+2*i2-5, 1) … 

 
Выпишем систему (2)-(3) для данного примера: 
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где K – множество всех таких I’∈Ζ2,что (I’; J) – решение системы (2). 
Отметим, что в этом случае, уравнение (2) не может иметь двух разных ре-

шений с одинаковыми значениями J = (j1; j2), поэтому условие лексикографиче-
ского максимума в наборе ограничений (3) является избыточным. 

Пусть j1 = 4 + k, 0≤ k ≤ N1. Введем в рассмотрение множество 
D = {k > 0| 4 + k∈Ζ ∪ [1; 8]}. Тогда 
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Подставим второе и третье уравнение в первое: 
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Обозначим через β(k) = 1,5(1 + k). Введем в рассмотрение следующее мно-
жество: 
 H = {k∈Ν| 4 + k∈Ζ ∪ [1; 8] & |β(k)|∈ Ζ ∪ [1; 8 – 1]} ∩  
 ∩ {k∈{0}| β(k)∈ Ζ ∪ [–7; –1]} = {1; 3} 

Тогда 
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Теперь несложно построить граф информационных зависимостей (см. рис. 4). 
 

 
Рис. 4. Решетчатый граф для примера из пункта 4.1. 

 
Далее для вычисления задержки необходимо воспользоваться формулой (1): 

 z = max {w(3 + Tit + Tsend); w(6 + Tit + Tsend)/3}= w(3 + Tit + Tsend). 
 

4.2. Исследование 
Отметим, что в этом случае, уравнение (2) не может иметь двух разных ре-

шений с одинаковыми значениями J = (j1; j2), поэтому условие лексикографиче-
ского максимума в наборе ограничений (3) является избыточным. 

Очевидным является то, что 02
2

2
1 ≠+ cc , иначе |A| = 0. Не умаляя общности, 

предположим, что c1 ≠ 0. Тогда мы можем утверждать, что в этом случае систе-
му (2)-(3) с помощью вычитания уравнений можно привести к виду c 0-строкой 
в матрице B: 
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где K – множество всех таких I’∈Ζ2,что (I’; J) – решение системы (2). Коэффи-
циент при переменной i2 во втором уравнении равен 0 по тем же причинам, что 
и в случае |A| = 0, |B| ≠ 0. 

Пусть α = d2/a2, следовательно i1 = α. Тогда система не имеет решений, если 
α∉Ζ ∪ [1; N1]. 

Пусть D = {k > 0| α + k∈Ζ ∩ [1; N1]}. Если D = Ø, то решений системы (7) 
нет. Предположим, что D ≠ Ø. Пусть j1 = α + k, k∈D. Тогда первое уравнение 
можно записать в виде: 
 a1α + c1i2 = b1(α + k) + c1j2 + d1 
следовательно, 
 c1(i2 – j2) = (b1 – a1)α + d1+ b1k 

Пусть β(k) = ((b1 – a1)α + d1 + b1k)/c1. Тогда система не имеет решений, если 
для любого k > 0: |β(k)|∉Ζ ∪ [1; N2]. 

Теперь систему (7) можно переписать в виде: 
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где K – множество всех таких I’∈Ζ2,что (I’; J) – решение системы (2). 
Отметим, что различным k > 0 могут соответствовать различные решения 

этой системы, что легко увидеть на приведенном выше примере. 
 

4.3. Условия существования дуг графа 
Обозначения: 
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Условия:  
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Отметим, что условие D ≠ Ø будет выполняться автоматически, при H ≠ Ø. 
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4.4. Формула вычисления дуг графа 
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4.5. Задержка 
Рассмотрим выражение: 

 [ ] ( ) ( )( )
k

TTkw
ij

TTjiw
ij
ji senditsendit

jiji
ji

++
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−
++−
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11

22
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11
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где k∈H\{0}. 
Пусть kmin, kmax такие числа, что kmin ≤ k ≤ kmax, для любого k∈H\{0}. Так как 

нас интересует максимум выражения z[i1; j1]/(j1 – i1), то мы можем воспользо-
ваться свойствами функций, описанными в пункте «Задержка» для случая |A| ≠ 
0, |B| ≠ 0. 

Обозначим через, 

 ( )( )
min

min
1 k

TTkwz sendit ++
=

β , 

 ( )( )
max

max
2 k

TTkwz sendit ++
=

β . 

Итак, 

 [ ] { }21
11

11
1

;max;max
111

zz
ij
jiz

Nji
=

−≤<≤
, 

следовательно, 

 
{ } { }

{ }⎩
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=
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oHzz

z
0\,0
0\,;max 21  

 
 

5. Случай |A| = 0, |B| = 0, либо с1 ≠ 0 либо с2 ≠ 0 

5.1. Пример 
 
 Do i1=1,8 

 Do i2=1,8 

 X(2*i1+i2, 1) = … 

10 … = … X(i1+i2+4, 1) … 

 
Выпишем систему (2)-(3) для данного примера: 

(8) 
⎩
⎨
⎧

=Δ∈
++=+

,maxlex,,,
,42 2121

KIJIJI
jjii

p
 

где K – множество всех таких I’∈Ζ2,что (I’; J) – решение системы (2). 
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Обозначим через k = j1 – i1. Обозначим через β(k, j1) = 2k – 5 – j1. Тогда сис-
тему (8) можно привести к виду: 

 

⎪
⎪
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,42
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Построим следующую систему множеств: 
 { },]1;1[),0();( 212210 −Ζ∈+Δ∈= jjjjjD Iβ  

 { },];1[),(&];1[);( 2121121 NjkjNkjjjTk II Ζ∈+Ζ∈−Δ∈= β  

 ,\
1

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−

=
U
k

s
skk DTD  где 0 ≤ k < N1. 

Найдем D0: 
 { }=−Ζ∈+−Δ∈= ]1;1[4);( 212210 jjjjjD I  

 { } { }UU 83&6);(82&5);( 21212121 ≤≤=Δ∈≤≤=Δ∈= jjjjjjjj  

 { } { }.85&8);(84&7);( 21212121 ≤≤=Δ∈≤≤=Δ∈ jjjjjjjj UU  
Найдем D1: 

 { } =Ζ∈+−Ζ∈−Δ∈= 021211211 \];1[6&];1[1);( DNjjNjjjD II  

 { } { }UU 51&3);(41&2);( 21212121 ≤≤=Δ∈≤≤=Δ∈= jjjjjjjj  

 { }UU 61&4);( 2121 ≤≤=Δ∈ jjjj  
 { }.)4;8(),3;8(),3;7(),2;7(),2;6(),1;6(),1;5(U  

Найдем D2: 
 { }\];1[8&];1[2);( 21211212 NjjNjjjD II Ζ∈+−Ζ∈−Δ∈=  
 ( ) { }.)2,8(),1,8(),1;7(\ 10 =DD U  

Введем также следующую последовательность множеств: 
 { },);(:];1[];1[ 212211 kk DjjNjNjD ∈Ζ∈∃Ζ∈= II  где 0 ≤ k < N1. 

Найдем 210 ,, DDD : 
 { } { } { }8,7,8,7,6,5,4,3,2,1,8,7,6,5 210 === DDD : 

Тогда решения имеют вид: 

 U
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11

1

.42
,

,

Nk

k

jkji
kji

Dj

<≤ ⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−++=
−=

∈
 

Теперь несложно построить граф информационных зависимостей (см. рис. 
5).  
 



 559

 
Рис 5. Решетчатый граф для примера из пункта 5.1. 

 
Далее для вычисления задержки необходимо воспользоваться формулой (1): 
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TTjTTj  

 )5w( sendit TT ++=  
 

5.2. Исследование 
Предположим c1 ≠ 0. Тогда систему (2)-(3) с помощью вычитания уравне-

ний с коэффициентом c2/c1 можно привести к виду: 

(9) 

⎪
⎪
⎩

⎪
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где K – множество всех таких I’∈Ζ2,что (I’; J) – решение системы (2). Коэффи-

циенты при i1, j1 во втором уравнении необходимо будут равны нулю ввиду то-

го, что |A| = 0, |B| = 0. 

Предположим, что d2 – d1c2/ c1= 0. Очевидно, что для любого решения сис-
темы (9) выполняется: i1 = j1 – k, 0 ≤ k < N1. Далее в этом пункте под k будем по-
нимать, введенное таким образом число. 

Обозначим через β(k, j1) = (a1k + d1 + (b1 – a1)j1)/c1. Тогда систему (9) можно 
привести к виду: 

(10) 
( )
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=Δ∈
<≤
=−
=−

,maxlex,,,
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,
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Nk

jkji
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p

β
 

где K – множество всех таких I’∈Ζ2,что (I’; J) – решение системы (2). 
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Теперь нам необходимо избавиться от условия лексикографического мак-
симума. Для этого введем, как и в случае |A| = 0, |B| ≠ 0, последовательность 
множеств, следующим образом: 
 { },]1;1[),0();( 212210 −Ζ∈+Δ∈= jjjjjD Iβ  

 { },];1[),(&];1[);( 2121121 NjkjNkjjjTk II Ζ∈+Ζ∈−Δ∈= β  

 ,\
1

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−

=
U
k

s
skk DTD  где 0 ≤ k < N1. 

Введем также следующую последовательность множеств: 
 { },);(:];1[];1[ 212211 kk DjjNjNjD ∈Ζ∈∃Ζ∈= II  где 0 ≤ k < N1. 

Отметим, что при фиксированном значении переменной k и kDj ∈1  условие 
I = lex max K в системе (10) будет избыточным, также как и остальные условия 
из набора (3). Тогда систему (10) можно привести к виду: 

(11) 
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β
 

 

5.3. Условия существования дуг графа 
Обозначения: 
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Условия: 
 U

10 Nk
k oD

<≤
/≠  

 

5.4. Формула вычисления дуг графа 
Смотри формулу (11). 

5.5. Задержка 
Рассмотрим выражение: 

 [ ] ( ) ( )( )
k

TTjkw
ij

TTjiw
ij
jiz senditsendit

jiji
ji
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−
++−
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11
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11 ,max;

2211
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β

G

 

где kDjk ∈> 1,0 . 

Обозначим через { }oDNkH k /≠Ζ∈= ];1[ 1I . Теперь отметим, что 
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 ( )( )
k

TTjk
ij
jizz sendit

DjHkNji k
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1

11
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,wmaxmax];[max
1111
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6. Случай |A| = 0, |B| = 0, с1 = с2 = 0 

6.1. Пример 
 
 Do 10 i1=1,8 

 Do 10 i2=1,8 

 X(i1, 2*i1) = … 

10 … = … X(i1-3, 2*i1-6) … 

 
Выпишем систему (2)-(3) для данного примера: 
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где K – множество всех таких I’∈Ζ2,что (I’; J) – решение системы (2). 
Рассмотрим следующую систему уравнений: 

 
⎩
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−=
−=

622
3

11

11

ji
ji

 

Обозначим множество решений системы этой системы через D. Введем 
следующие два множества: 
 ( ){ },1, 11111 NjiDjiD ≤=≤∈==  

 ( ){ },1, 11111 NjiDjiD ≤<≤∈=<  
В данном примере D= = Ø. На следующем рисунке изображен решетчатый 

граф для данного пример. 
 

 
Рис 6. Решетчатый граф для примера из пункта 6.1. 
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Задержка z = w(N2 - 1 + Tit + Tsend )/3. 

6.2. Исследование 
В этом случае система (2)-(3) принимает вид: 
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где K – множество всех таких I’∈Ζ2,что (I’; J) – решение системы (2). 
Рассмотрим систему уравнений следующего вида: 

(12) 
⎩
⎨
⎧

+=
+=

21212

11111

djbia
djbia

 

В целых числах система (12) имеет 0, 1 или бесконечное множество реше-
ний. Обозначим множество решений системы (12) через D. Как найти это мно-
жество, мы считаем очевидным, и задерживать внимание читателя на этом не 
будем. 

Введем следующие два множества: 
 ( ){ },1, 11111 NjiDjiD ≤=≤∈==  

 ( ){ },1, 11111 NjiDjiD ≤<≤∈=<  
Таким образом, система (12) эквивалентна следующей системе: 
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Теперь избавимся от условия лексикографического максимума и получим 
объединение следующих систем: 

(13) 
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6.3. Условия существования графа 
Обозначения: 

D – множество решений системы (12). 

 ( ){ },1, 11111 NjiDjiD ≤=≤∈==  

 ( ){ },1, 11111 NjiDjiD ≤<≤∈=<  
Условия: 

 oDD /≠<= U  

6.4. Формула вычисления дуг графа 
Смотри формулу (13). 

6.5. Задержка 
Рассмотрим выражение: 
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где (i1; j1)∈D<. 
Теперь отметим, что  
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Отметим, что множество D может содержать 0, 1 или бесконечно много 
элементов (ввиду определения множеств D), в зависимости от коэффициентов в 
системе уравнений (12). В случае |D| = 1, единственный элемент этого множест-
ва вычисляется по формулам из линейной алгебры, остается только проверить 
его принадлежность множеству D<. 

В случае |D| = ∞ ясно, что все точки множества D< принадлежат одной пря-
мой a1i1 = b1j1 + d1. Предположим, что множество D< упорядочено по возраста-
нию i1 (это возможно в случае b1 ≠ 0). Тогда все точки этого множества принад-
лежат отрезку, соединяющему первую и последнюю точки этого множества. 
Для того чтобы найти min {j1 – i1}, (i1; j1)∈D< достаточно определить на упомя-
нутом отрезке самую близкую точку к прямой j1 = i1. Понятно, что это будет 
один из концов этого отрезка. По углу наклона прямой a1i1 = b1j1 + d1 определим 
какой именно из двух концов дает искомый минимум. 

Обозначим через T = {1 ≤ i ≤ N1 | ∃j: (i; j)∈D<}. Обозначим через 
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Тогда t – абсцисса искомой точки. Тогда самая близкая точка – это 

))(;( 11
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1 dtabt −− . Тогда 
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{ } t
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dtaij
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11
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min . 

В случае b1 = 0, получаем a1 ≠ 0 (т.к. |D<| ≥ 1). Тогда система (12) сводится к 
уравнению прямой вида a1i1 = d1, следовательно,

( )
{ } 1min 11; 11
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ij
Dji

 и достигается 

в точке )1;( 1
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1 +−− dada . 
Обозначим через 
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Тогда в общем случае 
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{ } mij
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min . Подведем итог: 
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