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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность темы. 

Большую роль в прогрессе общества играют параллельные компьютеры. 

Создание самолетов, автомобилей, исследование семантики ДНК, прогноз по-

годы и изменений климата невозможно без применения параллельных ЭВМ. 

Такие компьютеры широко используются в оборонной промышленности при 

решении сложных задач криптографии, гидроакустики, радиолокации, а также в 

моделировании зрения и слуха, распознавании образов, математической физике 

и в математическом моделировании сложных систем. Для решения этих задач 

организации вынуждены приобретать мощные современные параллельные 

ЭВМ, чтобы не выпасть из мировой конкурентной борьбы. Оборона, промыш-

ленность и наука постоянно пополняют список задач, решение которых невоз-

можно без параллельных ЭВМ. 

В последнее время принципы параллельных ЭВМ все больше используются 

в персональных компьютерах, которые становятся все доступнее. Так, напри-

мер, процессоры компании Intel Pentium-4 и Itanium используют технологию 

Hyper Threading. В настоящее время в продаже имеются персональные компью-

теры на базе процессоров Intel Pentium D [101], Intel Pentium Extreme Edition 

[102], AMD Athlon 64 X2 [100], которые имеют двуядерную архитектуру. В 

дальнейшем, следует ожидать увеличение производительности персональных 

компьютеров за счет увеличения количества процессоров, расположенных на 

одном кристалле. 

Для того чтобы программа выполнялась на параллельном компьютере быст-

рее, чем на последовательном, она должна быть специальным образом написа-

на. Даже на компьютере с процессором Intel Pentium-4, можно найти и запус-

тить одну последовательную программу, непрерывно выполняющую некоторые 
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вычисления, при работе которой будет задействовано чуть более чем 50% мощ-

ности процессора (см. Приложение А.).  

Процесс разработки эффективных программ для параллельных компьютеров 

довольно трудоёмкий. Он требует применения специальных параллельных язы-

ков, библиотек или компиляторов, способных преобразовывать программы, на-

писанные на последовательных языках программирования, в эффективный код 

параллельных ЭВМ. Часто такой процесс разработки дополнительно требует от 

пользователя знаний оптимизирующих/распараллеливающих преобразований, 

которые позволяют повысить эффективность распараллеливания при использо-

вании параллельных языков или недостаточно мощных компиляторов. 

В настоящее время разработано и разрабатывается большое количество 

средств создания параллельных программ, отметим наиболее заметные из них. 

В ИПС РАН (г. Переславль-Залесский) под руководством С.М. Абрамова [1, 

2] разработана T-система, являющаяся средством автоматического динамиче-

ского распараллеливания вычислений. Пользователь пишет программы на спе-

циально разработанном языке Т-системы Т++ (который является расширением 

языка С++), указывая потенциальные параллельные фрагменты кода с помо-

щью, так называемых, Т-функций.  Т-система освобождает программиста от 

решения задачи равномерного распределения нагрузки между доступными вы-

числительными ресурсами. Это особенно важно в случаях использования гете-

рогенных и/или меняющихся со временем параллельных вычислительных сис-

тем, а также в случаях, когда, анализируя тест программы трудно определить, 

как можно сбалансировать работу вычислительных узлов даже однородных су-

перЭВМ. Т-система также избавляет программиста от таких проблем как, орга-

низация явных обменов данными и синхронизации. Программы, реализуемые в 

Т-системе, пишутся в функциональном стиле. 

Для программирования параллельных вычислений в неоднородных компью-

терных сетях ИСП РАН специально разработал язык и систему программирова-
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ния mpC [13, 75, 104]. Приложение mpC явно определяет абстрактную сеть, 

распределяет данные и вычисления внутри сети, обмен данными между процес-

сами. Система программирования mpC использует эту информацию для ото-

бражения абстрактной сети на реальную вычислительную сеть так, чтобы обес-

печить эффективное исполнение программы. Важной особенностью системы 

является то, что имеется возможность изменять параметры абстрактной сети на 

стадии исполнения программы (динамически), в зависимости от реальной про-

изводительности процессоров и каналов связи. 

При разработке параллельной программы необходимо исследовать ее эф-

фективность и масштабируемость. Однако анализ указанных свойств програм-

мы часто связан с необходимостью исследования ее многочисленных исполне-

ний на целевом суперкомпьютере (кластере). Разрабатываемая в ИСП РАН сре-

да ParJava [27], предоставляет разработчику инструменты, позволяющие по-

строить модель программы и с помощью этой модели получить достаточно точ-

ные оценки времени ее выполнения на заданной параллельной вычислительной 

системе, используя только инструментальный компьютер. 

В ИПМ им. М. В. Келдыша РАН разработан язык НОРМА [9, 10, 30], яв-

ляющийся языком сверхвысокого уровня для параллельного программирования 

задач вычислительного характера (в частности, задач математической физики). 

Этот язык позволяет пользователю писать программы в терминах математиче-

ских формул, значительно упрощая его работу. Сделаны компиляторы с языка 

НОРМА в Fortran 77 для последовательных компьютеров и распараллеливаю-

щие компиляторы в Fortran PVM, Fortran MPI и другие разновидности Fortran, 

специально ориентированные на конкретные архитектуры параллельных ЭВМ. 

В работах [7, 32] говориться о DVM-системе, позволяющей разрабатывать 

параллельные программы для кластеров. В этой системе языки Fortran 77 и C 

снабжены дополнительными командами. Эти команды не воспринимаются 
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стандартными компиляторами для последовательных ПК, но с их помощью 

DVM-компилятор генерирует параллельный код. 

В помощь разработчикам эффективных параллельных программ создаются 

различные средства [6, 15, 28, 29, 31]. 

Использование распараллеливающих компиляторов является наиболее 

удобным для пользователя т.к. в этом случае пользователь освобождается от 

необходимости изучения новых языков и систем программирования, архитекту-

ры параллельного компьютера, а также от написания самой параллельной про-

граммы. 

Разработка распараллеливающих компиляторов – одна из задач автоматиче-

ского распараллеливания. Для её решения необходима детальная информация о 

структуре алгоритма, взаимодействии отдельных операций между собой и с па-

мятью. Неотъемлемой частью получения этой информации является, так назы-

ваемый, анализ информационных зависимостей программы. Такой анализ по-

зволяет определять операции, итерации (циклов) и операторы в последователь-

ной программе, которые могут быть исполнены независимо (одновременно, па-

раллельно). Существует множество представлений информационных зависимо-

стей, которые различаются по степени информативности. Одним из наиболее 

тонких представлений информационной зависимости является решетчатый граф 

(граф алгоритма [22]). В нашей стране методы распараллеливания, основанные 

на анализе решетчатого графа, активно исследуются академиком РАН В.В. Вое-

водиным и его учениками. Работать с этим графом, используя традиционные 

методы хранения, такие как матрица смежности или список дуг, сложно из-за 

его больших размеров: число вершин решетчатого графа не меньше, чем число 

исполняемых операций в программе. В.В. Воеводин предложил хранить этот 

граф в виде конечного числа аффинных отображений, описывающих дуги графа 

[25], а также разработал алгоритм, позволяющий вычислять эти отображения. 

На основе данного алгоритма, под руководством чл.-корр. РАН Вл. В. Воеводи-
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на (НИВЦ МГУ), реализована исследовательская система V-Ray [105], предна-

значенная для выявления параллелизма в последовательных ФОРТРАН про-

граммах. Из других исследователей, внесших значительный вклад в теорию ре-

шетчатых графов, следует отметить П. Фотрье (P. Feautrier, Франция), который 

разработал алгоритм построения решетчатого графа в виде квазиаффинного де-

рева решений [70, 71]. До появления указанных алгоритмов построения решет-

чатого графа, применимых к широкому классу программ, этот граф использо-

вался лишь в простых частных случаях, например, в методе гиперплоскостей 

Лампорта [78] и методах параллелепипедов и пирамид В.А. Вальковского [19, 

20].  

В целях дополнения системы V-Ray А.В. Фроловым (ИВМ РАН) разрабаты-

вается система МАКРОГРАФ [42]. Эта система предоставляет информацию о 

параллелизме программы. Кроме этого, используя технологию решетчатых гра-

фов, система МАКРОГРАФ дает пользователю информацию о распределении 

массивов программы, при котором затраты на межпроцессорные пересылки 

данных будут минимальны [41]. Планировалось ([42]), что в эту систему будут 

встроены методы межпроцедурного анализа, также основанные на решетчатом 

графе, разработанные А. С. Антоновым [11] (НИВЦ МГУ). А. С. Антонов также 

занимается исследованием канонического описания решетчатого графа и его 

использования для определения таких свойств программ, как оценка вычисли-

тельной сложности фрагмента или оценка объема входных и выходных данных 

[12]. 

Технологии, основанные на развертке решетчатого графа (см. п. 1.2.3), ис-

следуются и используются для оптимизации/распараллеливания В. Пухом 

(W.Pugh), М. Лэм (M.Lam), А. Дарте (A. Darte), Н.А. Лиходедом и многими дру-

гими. Несмотря на то, что теория решетчатых графов уже довольно давно раз-

рабатывается, она не часто используется в распараллеливающих компиляторах 

и системах. Например, из распараллеливающих систем [3, 87, 98, 103, 105, 106, 
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108, 109, 111] только в четырех используются решетчатые графы (или развертки 

решетчатого графа): V-Ray [105], PIPS [98], SUIF [106] (начиная с версии SUIF2 

в экспериментальных целях [107]), LooPo [111], которые являются исследова-

тельскими. Отметим, что многие из указанных распараллеливающих систем, в 

том числе и коммерческие, используют Омега тест для точного построения гра-

фа информационных зависимостей, например, ParaWise [110, с. 42], Promis 

[103]. Возможно, редкое использование теории решетчатых графов на практике 

связано со сложностью методов их построения и использования. Кроме этого, 

еще не достаточно разработаны оптимизирующие и распараллеливающие пре-

образования программ, которые могут быть реализованы только с помощью 

решетчатых графов. 

Цель работы. 

Детальное сравнение решетчатых графов с наиболее известными представ-

лениями информационной зависимости, а также различных методов построения 

этих графов и представлений. Разработка новых, основанных на решетчатых 

графах, методов оптимизации и распараллеливания программ, их последующая 

реализация в Открытой распараллеливающей системе (ОРС). 

Из сформулированной цели вытекают следующие задачи: 

1. Сравнить наиболее известные представления информационной зависимо-

сти, такие как вектор направления и носитель зависимости, с решетчатым гра-

фом, а также методы построения этих представлений. Найти и указать примеры, 

выявляющие слабые стороны анализа, основанного на традиционном подходе. 

2. Проанализировать известные методы построения решетчатых графов. И 

либо выбрать один из существующих методов, либо разработать на их основе 

другой метод построения решетчатых графов, который реализовать в Открытой 

распараллеливающей системе (ОРС), разрабатываемой на кафедре АиДМ меха-

нико-математического факультета РГУ. 
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3. Используя теорию решетчатых графов, разработать метод определения 

циклов, итерации которых можно исполнять одновременно, который будет бо-

лее удобен для реализации, и применим к большему классу программ, чем из-

вестные методы. 

4. На основе известных методов и теории решетчатых графов разработать 

алгоритмы автоматической подстановки индексных переменных и экспансии 

массивов. Реализовать эти алгоритмы в ОРС. 

Методы исследований. 

В процессе решения рассматриваемых задач использовались математиче-

ские методы теории преобразований программ, теории графов, исследования 

операций, линейной алгебры. При реализации программного обеспечения ис-

пользовались принципы объектно-ориентированного программирования. 

Научная новизна. 

1. Разработаны новые методы расщепления многомерных циклов. Эти мето-

ды отличаются от известных тем, что по заданному разбиению пространства 

итераций, они позволяют расщеплять как тесные, так и нетесные многомерные 

циклы. Кроме того, полученные алгоритмы конкретизированы до возможности 

использования при автоматическом распараллеливании, в отличие от [21, 47]. 

При выполнении расщепления в тела результирующих циклов не добавляются 

условные операторы, в отличие от [69, 71]. 

2. Разработаны новые методы подстановки индексных переменных и экс-

пансии массивов в многомерных циклах. Эти методы являются обобщением 

подстановки скалярных переменных и растягивания скаляров на случай пере-

менных-массивов, расположенных в гнездах циклов. В некоторых частных слу-

чаях действие преобразования экспансия массивов совпадает с переименовани-

ем скалярных или индексных переменных [47]. Полученный в данной работе 

метод экспансии массивов отличается от известного метода [69, 71] тем, что в 
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результате его работы условные операторы в тела результирующих циклов не 

добавляются. 

3. Разработан новый метод определения циклов, итерации которых можно 

исполнять одновременно. Этот метод позволяет находить более широкий класс 

циклов, итерации которых можно исполнять одновременно, чем известные ме-

тоды [8, 21, 95]. Кроме того, если в данном методе использовать алгоритм по-

строения решетчатых графов [21, параграф 6.5-6.6], то будет получен более бы-

стрый, для циклов размерности больше 1, и простой в реализации способ опре-

деления параллелизма программы, чем [21, параграф 6.7]. 

4. Исследованы преимущества использования решетчатого графа по сравне-

нию с традиционными методами анализа информационной зависимости. Най-

дены примеры, демонстрирующие эти преимущества. 

5. Выявлена связь между минимальными решетчатыми графами и носителя-

ми информационной зависимости по значению. Для решетчатых графов, опи-

сывающих потоковую зависимость, эта связь указывалась еще в [71]. Однако в 

[71] рассматривались только минимальные снизу решетчатые графы, что не по-

зволяло автору [71] рассматривать все типы зависимостей в программе. Поэто-

му выявленную в [71] связь можно было использовать для распараллеливания 

только в том случае, если в программе удалены все анти- и выходные зависимо-

сти [71, с. 28]. 

Практическая значимость. 

Разработанные алгоритмы и методы могут быть использованы, как при ав-

томатическом распараллеливании (в распараллеливающих компиляторах), так и 

при ручном и полуавтоматическом распараллеливании. Экспансия массивов по-

зволяет в некоторых случаях устранять анти- и выходные зависимости, а под-

становка переменной – позволяет устранять потоковые (!) зависимости в про-

грамме. Как известно, именно информационные зависимости (потоковая, анти- 

и выходная) определяют порядок исполнения операций в программе и тем са-
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мым препятствуют ее эффективному распараллеливанию. Указанные преобра-

зования, хоть и не для всего линейного класса, реализованы в ОРС. Т.к. данные 

преобразования часто трудно выполнимы вручную, их реализация в распарал-

леливающей системе может значительно облегчить труд программиста.  

Предлагаемый в работе метод определения циклов, итерации которых мож-

но исполнять одновременно, позволяет находить большее количество распарал-

леливаемых циклов в программах из линейного класса, чем аналогичные мето-

ды [8, 21, 95]. Этот метод может быть использован как для отслеживания экви-

валентности, так и для увеличения эффективности распараллеливания. Он наи-

более удобен для использования именно при автоматическом распараллелива-

нии. Реализация этого метода может помочь программисту, использующему 

ОРС при распараллеливании.  

Достоверность полученных результатов подтверждается строгими мате-

матическими формулировками и доказательствами, программно реализованны-

ми моделями и вычислительными экспериментами. Для проверки правильности 

построения решетчатых графов, на которых основаны все полученные автором 

результаты, были разработаны специальные функции тестирования (см. пункт 

3.1.3.1).  

Личный вклад. Постановка задачи о разработке алгоритмов подстановки и 

переименовании индексных переменных, а также об их реализации, принадле-

жит научному руководителю, Штейнбергу Б. Я. Теоретические результаты дис-

сертации получены автором лично. Большинство научных публикаций по теме 

диссертации выполнены без соавторов. Программная реализация графа инфор-

мационных зависимостей, решетчатых графов, расщепления многомерных цик-

лов, подстановки индексных переменных, экспансии массивов, метода опреде-

ления ParDo циклов по решетчатым графам также выполнены автором лично. 

Однако эти реализации были бы невозможны без труда группы разработчиков 

ОРС, и, особенно, Черданцева Д.Н., Петренко В.В, Макошенко Д.В, которые 
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реализовали внутреннее представление ОРС и богатый набор функций для ра-

боты с ним. 

Гранты. 

Часть исследований диссертации поддерживалась грантами: 

ФЦП «Интеграция» 2002-2006 гг., гос. контракт - Б0024/2148, «Разработка 

комплекса программных средств для высокопроизводительных вычислений». 

Грант Союзного Российско-Беларусского государства (шифр «ТРИАДА»), 

2005 г. 

Апробация работы. 

Основные результаты диссертации докладывались и обсуждались на Все-

российских, международных и региональных научно-технических конференци-

ях: 

• Интеллектуальные и многопроцессорные системы  ИМС-2003, Междуна-

родная научно-техническая конференция/ Дивноморское, 22-27 сентября 

2003 г. 

• Научно-методическая конференция «Современные информационные техно-

логии в образовании: Южный федеральный округ», Ростов-на-Дону, 12-15 

мая 2004 г. 

• Всероссийская научно-техническая конференция «Параллельные вычисле-

ния в задачах математической физики», Ростов-на-Дону, 21-25 июня 2004 г. 

• XIII Международная конференция «Математика. Экономика. Образование.», 

г. Новороссийск, 29 мая – 5 июня 2005 г. 

• Всероссийская научная конференция «Научный сервис в сети Интернет: 

технологии распределенных вычислений», г. Новороссийск, 19-24 сентября 

2005 г. 

По результатам выполненных исследований опубликовано 7 печатных работ 

([50 – 56]), в том числе 3 в соавторстве. Из них 1 статья в российском журнале 

«Известия вузов. Северокавказский регион.», 1 статья в журнале Национальной 
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Академии Наук Украины «Искусственный интеллект», 3 статьи в сборниках 

трудов, и 2 в сборниках тезисов конференций. 

Основные результаты, выносимые на защиту    

1. Методы расщепления многомерных гнезд циклов.  

2. Методы подстановки индексных переменных и экспансии массивов в 

многомерных циклах. 

3. Метод определения циклов, итерации которых можно выполнять одно-

временно, основанный на теории решетчатых графов. Обоснование метода в 

виде необходимых и достаточных условий, доказанных в работе и применимых 

ко всему линейному классу программ. 

4. Описание связи между решетчатыми графами и носителями зависимости 

по значению. 

5. Программная реализация разработанных графовых моделей программ, ос-

нованных на этих моделях преобразований программ, а также метода определе-

ния циклов, итерации которых можно выполнять одновременно. 

Структура диссертации.  

В первой главе приводится описание класса программ, к которому приме-

нимы разработанные в диссертации методы. Большая часть главы посвящена 

обзору известных результатов, необходимых для изложения материала работы. 

В первом параграфе вводятся определения различных, наиболее часто исполь-

зуемых, представлений информационной зависимости. Приводится сравнение 

этих представлений. Во втором параграфе вводятся графы, описывающие ин-

формационные зависимости: граф информационных зависимостей и различные 

виды решетчатых графов. Описываются способы их представления. В послед-

нем параграфе первой главы описываются наиболее часто используемые мето-

ды построения различных представлений информационной зависимости, в том 

числе и решетчатых графов. Приводится выполненный автором сравнительный 

анализ этих методов построения: указываются достоинства и недостатки. 
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Во второй главе приводятся основные теоретические результаты, получен-

ные автором. Первый параграф данной главы посвящен автоматическому рас-

познаванию циклов, итерации которых можно исполнять одновременно. Дока-

зываются необходимые и достаточные условия ParDo цикла по решетчатому 

графу. Попутно доказывается связь решетчатого графа и носителей зависимости 

по значению. Затем указывается, какие решетчатые нужно использовать для оп-

ределения циклов, итерации которых можно выполнять одновременно. Приво-

дится сравнение полученного метода с другими методами определения ParDo 

циклов. Во втором параграфе приводятся методы различных видов расщепле-

ний многомерных гнезд циклов. Указывается, как эти методы, вместе с методом 

определения ParDo циклов, могут быть использованы для распараллеливания 

гнезд циклов. В последнем параграфе второй главы описываются методы вы-

полнения подстановки индексных переменных и экспансии массивов в много-

мерных циклах. 

Третья глава посвящена программной реализации разработанных в диссер-

тации методов, которая была выполненна автором в рамках проекта ОРС. Здесь 

описываются наиболее важные аспекты, лежащие в основе этой программной 

реализации. Приводятся необходимые алгоритмы и структуры данных. Эта ин-

формация может быть необходима как настоящим, так и будущим разработчи-

кам ОРС. В данной главе приводятся копии экранных форм ОРС, демонстри-

рующих некоторые реализованные автором возможности системы. Также тре-

тья глава содержит информацию об экспериментах по выявлению времени по-

строения различных видов решетчатых графов для фрагментов реальных про-

грамм. 

В заключении приводится краткое описание полученных результатов и под-

водятся итоги проделанной автором работы. 
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1 ИНФОРМАЦИОННАЯ ЗАВИСИМОСТЬ В ПРОГРАММЕ. ОСНОВНЫЕ 
СПОСОБЫ ЕЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 

 

Анализ информационной зависимости1 в программе является неотъемлемой 

частью любого автоматического выявления параллелизма. Отношения инфор-

мационной зависимости используются для определения операций, итераций 

(циклов) и операторов программы, которые можно исполнять одновременно 

(параллельно). Также, анализ информационных зависимостей является основой 

для проверки эквивалентности большого количества оптимизирующих и распа-

раллеливающих преобразований программ. Детальный анализ информационных 

зависимостей, например, с помощью решетчатых графов, позволяет установить 

порядок, в котором должны исполняться операции программы, и размещение 

данных, необходимые для достижения максимальной производительности на 

определенном параллельном компьютере. 

 

                                          
1 вместо термина «информационная зависимость» иногда в литературе используется тер-

мин «зависимость по данным». 
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1.1 Информационная зависимость и некоторые ее 

представления 

Возможности любого компилятора зависят от возможностей его анализато-

ров. Выбор правильного представления информационной зависимости для ана-

лиза программ является ключевым моментом разработки компилятора. Для того 

чтобы представление было целесообразным, оно должно содержать информа-

цию достаточную для обеспечения необходимых оптимизаций и преобразова-

ний кода. Кроме этого, оно должно позволять извлекать информацию из доста-

точно большого класса программ. Информационная зависимость по памяти2, 

вектор направления, вектор расстояния, носитель (уровень) зависимости по па-

мяти [8, 45, 37, 84, 95] являются важными представлениями, хорошо зарекомен-

довавшими себя при распараллеливании и преобразованиях циклов [8, 26, 49, 

66, 83, 95]. Они применимы к большому количеству программ. Однако сущест-

вуют более тонкие представления информационной зависимости в программе: 

информационная зависимость по значению, вектор направления зависимости по 

значению, вектор расстояния зависимости по значению, носитель (уровень) за-

висимости по значению [83, 92, 91]. Хотя известны и другие виды представле-

ний, (например, многогранник зависимости [67, 68]) указанные выше представ-

ления являются наиболее известными и широкоиспользуемыми. В этом разделе 

мы подробно рассмотрим и сравним эти виды представлений. Но сначала опи-

шем класс рассматриваемых программ и введем необходимые определения. 

 

                                          
2 во многих работах вместо термина «информационная зависимость по памяти» исполь-

зуется термин «информационная зависимость». 
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11..11..11  ММооддеелльь  рраассссммааттррииввааееммыыхх  ппррооггрраамммм::  ллииннееййнныыйй  ккллаасссс  

Далее в настоящей работе, кроме специально оговоренных случаев, будут 

рассматриваться только программы и фрагменты программ, принадлежащие 

линейному классу [21, с. 340]. Для полноты изложения опишем этот класс: 

• в программе используется любое количество простых переменных и пере-

менных с индексами; 

• единственным типом исполнительного оператора может быть оператор при-

сваивания, правая часть которого является арифметическим выражением; 

• все повторяющиеся операции описываются только с помощью циклов Do 

языка программирования Fortran (либо эквивалентными циклами for языка 

С); структура вложенности циклов может быть произвольной; шаги измене-

ния параметров циклов всегда равны +1; если у цикла нижняя граница боль-

ше верхней, то цикл не выполняется;  

• допускается использование любого количества условных и безусловных опе-

раторов перехода, передающих управление «вниз» по тексту; не допускается 

использование побочных выходов из циклов; 

• все индексные выражения переменных, границы изменения параметров цик-

лов и условия передачи управления задаются, в общем случае, неоднород-

ными формами, линейными по совокупности параметров циклов и внешних 

переменных3 программы; все коэффициенты линейных форм являются це-

лыми числами; 

• внешние переменные программы всегда целочисленные; конкретные значе-

ния внешних переменных известны только во время работы программы и не-

известны в момент ее исследования. 

Программы, принадлежащие этому классу, называются линейными.  

                                          
3 Внешние переменные фрагмента программы – переменные, значения которых в этом 

фрагменте не изменяются и не могут быть определены на момент компиляции программы. 
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Пример 1. Нижеследующее гнездо циклов принадлежит линейному классу 

программ. 

for(i=0; i<N; i=i+1) 

{   a[2*i] = a[i] ; 

  for(j=0; j<M1; j=j+1) 

   a[i+2*j] = b[i+j+n];  

  for(j=0; j<M2; j=j+1) 

   if((i+j)>0) 

   b[i+m] = d[i+j]; 

} 

Конец примера 1. 

 

Пример 2. Рассмотрим гнездо циклов: 
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for(i=0; i<N; i=i+1)   // Stmt1 

{   a[2*i] = a[i] ;   // Stmt2 

  for(j=0; j<M1; j=j+2)  // Stmt3 

   a[i+2*j] = b[i*j+j*n];  // Stmt4 

  for(j=0; j<M2; j=j+1)  // Stmt5 

   if(a[i]>0)    // Stmt6 

   b[f[i+m]] = d[i+j]; // Stmt7  

 function_call();   // Stmt8 

} 

Данное гнездо циклов не принадлежит линейному классу по следующим 

причинам: 

1. шаг цикла Stmt3 не равен 1; 

2. в правой части оператора Stmt4 имеется массив b, индексное выражение 

которого содержит нелинейности i*j и j*n; 

3. правая часть условного выражения оператора Stmt6 – a[i] – не является 

линейной формой относительно совокупности счетчиков циклов и внешних пе-

ременных; 

4. в левой части оператора Stmt7 содержится массив b, индексное выражение 

которого – f[i+m] – не является линейной формой относительно совокупности 

счетчиков циклов и внешних переменных; 

5. оператор Stmt8 есть вызов функции. 

Конец примера 2. 
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Многие программы могут быть приведены к линейному классу с помощью 

различных преобразований [21, параграф 8.1]. Например, если в программе 

встречается произведение внешних переменных, то это произведение можно 

заменить новой внешней переменной. Если у некоторого оператора цикла шаг 

не равен +1, то с помощью канонизации циклов [33, 49] можно получить про-

грамму, в которой этот цикл имеет шаг +1. Согласно статистике [21, с. 341], с 

помощью различных приемов, можно привести к линейному классу 90–95% 

текста практически используемых программ. Рассмотрение программ, не при-

надлежащих линейному классу, выходит за рамки данной работы. 

 

11..11..22  ВВххоожжддеенниияя  ппееррееммеенннныыхх,,  ииттееррааццииооннннооее  ппррооссттррааннссттввоо  

По аналогии с определениями Л. Лампорта [78, с. 86] введем следующие оп-

ределения. 

Пусть X – переменная в программе. Вхождением переменной X будем назы-

вать всякое появление этой переменной в тексте программы. Различные вхож-

дения, в том числе одной и той же переменной, будем обозначать различными 

прописными латинскими буквами, иногда с индексами. Если вхождение v нахо-

дится в операторе присваивания Stmt, то будем говорить, что вхождение v при-

надлежит оператору Stmt и писать «v∈Stmt». 

Не умаляя общности, все переменные, кроме счетчиков циклов, можно счи-

тать индексными. Всякому вхождению переменной при конкретном значении 

индексного выражения соответствует обращение к некоторой ячейке памяти. 

Если при этом обращении меняется состояние ячейки (вхождение в левую часть 

оператора присваивания, которое не входит в индексное выражение другого 

вхождения), то такое вхождение называется генератором. Остальные вхожде-

ния называются использованиями. 
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Пример 3. В следующем операторе присваивания 

 A[i+1]=C[2*i-2]+A[i+2]; 

            v1 v2          v3        v4          v5  v6  

имеется шесть вхождений переменных. Из них только вхождение v1 являет-

ся генератором. 

Конец примера 3. 

 

Рассмотрим гнездо из n вложенных друг в друга циклов. Занумеруем опера-

торы циклов в этом гнезде в соответствии с порядком вложенности, начиная с 

самого внешнего цикла. Обозначим счетчик i-го цикла – Ii. Будем писать 

v[I'1, I'2, … I'n] (или v[I'], где I=(I'1, I'2, … I'n)) чтобы сослаться на вхождение v 

при значениях счетчиков циклов I1=I'1, I2=I'2, … In=I'n. 

Определение. Множество значений, которые может принимать вектор счет-

чиков циклов I=(I1, I2, …, In) в указанном гнезде, называется пространством 

итераций данного гнезда. Для программ из линейного класса пространство ите-

раций может быть описано как все целые точки, содержащиеся в некотором вы-

пуклом многограннике. Этот многогранник будем называть линейным про-

странством итераций. 

 

11..11..33  ИИннффооррммааццииооннннааяя  ззааввииссииммооссттьь  ппоо  ппааммяяттии  ((mmeemmoorryy--bbaasseedd))  

В этом пункте будет введено понятие информационной зависимости по па-

мяти (memory-based dependence [91, 92]), а также ее представления: вектор на-

правления, носитель, вектор расстояния.  

Определение. ([8]) Если при допустимых индексных выражениях два вхож-

дения u и v обращаются к одной и той же ячейке памяти, то говорят, что эти 

вхождения порождают информационную зависимость по памяти. При этом 



 23

вхождение v зависит по памяти от вхождения u, если вхождение v обращается 

к некоторой ячейке памяти позже, чем вхождение u. 

Для упрощения изложения далее в этой работе при использовании термина 

«зависимость по памяти», слова «по памяти» будут опускаться (кроме либо 

специально оговоренных случаев, либо случаев, в которых возможно наруше-

ние однозначности толкования). Т.е. вместо термина «информационная зависи-

мость по памяти», будет использоваться термин «информационная зависи-

мость». Вместо фразы «вхождение v зависит по памяти от вхождения u», будет 

использоваться фраза «вхождение v зависит от вхождения u», и т.д. 

 

Пример 4. В следующем фрагменте программы 

for(i=1;i<10;i++) 

 x[i]= x[i-1]+y[i]; 

имеется зависимость вхождения v от u т.к., например, к ячейке памяти x[5] 

обращается сначала вхождение u на итерации 5, а затем вхождение v на итера-

ции 6. 

Конец примера 4. 

 

Определение. ([95]) Пусть вхождение v зависит от вхождения u. Различают 

четыре типа информационной зависимости: 

1. если u является генератором, а v – использованием, то зависимость та-

кого типа называется истинной (true dependence) или потоковой зави-

симостью (flow dependence); 

2. если u является использованием, а v – генератором, то зависимость та-

кого типа называется антизависимостью (antidependence); 

u v 
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3. если u и v являются генераторами, то зависимость такого типа называ-

ется выходной зависимостью (output dependence) или зависимостью по 

выходу; 

4. если u и v являются генераторами, то зависимость такого типа называ-

ется входной зависимостью (input dependence) или зависимостью по 

входу. 

Определение. Если вхождение v зависит от себя же (вхождения v), то будем 

говорить, что имеет место самозависимость вхождения v. 

 

Пример 5. Рассмотрим фрагмент программы умножения двух многочленов: 

for(k=0; k<=(N+M); k++)  

 c[k]=0;  

for(i=0; i<=M; i++) 

 for(j=0; j<=N; j++)  

  c[i+j]=c[i+j]+a[i]*b[j]; 

 

Перечислим все информационные зависимости в данном примере. 

1. Потоковые зависимости: зависимость использования v1 от генератора u1, 

и зависимость использования v1 от генератора u2.  

2. Выходные зависимости: зависимость генератора u2 от генератора u1, и за-

висимость генератора u2 от себя же – самозависимость (этот генератор переза-

писывает ячейки памяти, которые были записаны ранее им же). 

3. Антизависимость: зависимость генератора u2 от использования v1. 

4. Входная зависимость: самозависимость использования v1, самозависи-

мость использования v2, самозависимость использования v3. 

Конец примера 5. 

u1 

u2 v1 v2 v3
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Пусть два зависимых вхождения u и v имеют d общих циклов. Пусть вхож-

дение v зависит от вхождения u. Тогда существуют такие итерации I и J, что 

v[J] зависит от u[I] (т.е. u[I] и v[J] обращаются к одной ячейке памяти, причем 

u[I] обращается раньше v[J]). Для первых d компонент этих итераций имеют 

место следующие соотношения: Ii ωi Ji, где ωi ∈ {<, =, >}, i∈[1, d]N. Из набора 

отношений ωi (i=1..d) можно сформировать вектор-отношение Ω : 

Ω = (ω1, ω2,…, ωd). Таким образом, будем говорить, что между итерациями I и J 

имеет место отношение Ω=(ω1, ω2,…, ωd), и писать I Ω J, если выполняется: 

Ii ωi Ji, для всех i∈[1, d]N. Обычно, для зависимых вхождений имеется несколько 

пар итераций (Ik, Jk), где k∈[1, m]N, на которых v[Jk] зависит от u[Ik]. Пусть меж-

ду парами итераций (Ik, Jk) существует отношение Ωk. 

Определение. Объединением отношений ∪Ωk
 (Ωk = (ωk,1, ωk,2,…, ωk,d)) по k 

называется отношение Ψ = (∪{ωk,1}, ∪{ωk,2}, …, ∪{ωk,d}), где «∪» обозначает 

объединение по k.  

Дополним множество {<, =, >} элементами: элемент {≤} – эквивалентен 

{<}∪{=}, элемент {≥} –  эквивалентен {>}∪{=}, элемент {≠} – эквивалентен 

{<}∪{ >}, элемент {*} – эквивалентен {<}∪{=}∪{>}.  

В силу введенного определения, каждая компонента вектор-отношения Ψ 

состоит из множества элементов. Поэтому, к таким вектор-отношениям приме-

нимы операции, определенные для множеств: объединение, пересечение, раз-

ность и др. 

 

Пример 6. Пусть Ω1
 = (<, >, =), Ω2

 = (=, <, <), Ω3
 = (<, >, >) тогда 

∪Ωi=({<}∪{=}∪{<}, {>}∪{<}∪{>}, {=}∪{<}∪{>})=(≤ , ≠ , *) (повторяющиеся 

элементы в каждом подмножестве были отброшены). 

Конец примера 6. 
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Определение. ([95, 33]) Будем называть вектором направления зависимости 

v от u вектор Ψ =(ψ1, ψ2,…, ψd) (где ψi∈{<, >, =, ≤, ≥, ≠, *}) равный объедине-

нию отношений Ωk по всем парам итераций (Ik, Jk), при которых v[Jk] зависит от 

u[Ik]. 

Представление зависимости с помощью данного вектора направления ис-

пользуется алгоритмом распараллеливания Лэм и Вольфа [68, 96]. 

 

Пример 7. Рассмотрим фрагмент программы: 

for(i=1; i<=M; i++) 

{ for(j=1; j<=N; j++)  

 { a[j]=x[i-1][j+1]+...;  

  x[i][j]=a[j]*...; 

 }  

    b[i]=a[i]*...; 

} 

В данном фрагменте программы имеется потоковая зависимость использо-

вания t от генератора s. В ячейку памяти x[2][3] сначала генератор s записывает 

значение на итерации (i, j)=(2, 3). Затем использование t читает это значение на 

итерации (i, j)=(3, 2). Между этими итерациями существует следующее отноше-

ние: 

i : ⎧2⎫ < ⎧3⎫ 

j : ⎩3⎭ > ⎩2⎭ 

u 

v1 

v2 

s 

t 
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Таким образом, можно утверждать, что вектор направления (<, >) содержится в 

векторе направления зависимости t от s. Заметим, что отношение (<, >) имеет 

место между каждой парой итераций, на которых указанные вхождения обра-

щаются к одной и той же ячейке памяти. Следовательно, вхождение t зависит от 

s с вектором направления (<, >). 

Рассмотрим потоковую зависимость использования v1 от генератора u. Ге-

нератор u записывает значения в элемент массива a[k] (1≤k≤N) на итерациях 

(i, j)=(i', k), где 1≤i'≤M. После очередной записи генератора u в a[k], использова-

ние v1 производит чтение из элемента массива a[k] на итерациях (i, j)=(i'', k), где 

i'≤i''≤M. Таким образом, между всеми парами итераций, на которых v1 зависит 

от u, существует отношение (≤, =). Следовательно, вектор направления данной 

зависимости имеет вид: Ψ u, v1 = (≤, =). 

Рассмотрим потоковую зависимость использования v2 от генератора u. Т.к. у 

этих вхождений только один общий цикл (d=1), то вектор направления указан-

ной зависимости будет состоять из одного элемента.  Рассмотрим элемент мас-

сива a[k], где 1≤k≤min(N, M). Использование v2 читает из элемента a[k] на ите-

рации (i)=(k). До этого чтения, генератор u производил запись в элемент a[k] на 

итерациях (i, j)=(i', k), где i'≤k. Следовательно, вектор направления зависимости 

v2 от u имеет вид: Ψ u, v2 = (≤). 

Конец примера 7. 

 

Определение. ([8]) Говорят, что вхождение v зависит от вхождения u с но-

сителем k (1≤k≤d), если существуют такие итерации I=(I1, I2, …, In1) и J=(J1, J2, 

…, Jn2), что: 

1. вхождение v[J] зависит от вхождения u[I]; 

2. для всех i∈[1, k-1] выполняется равенство Ii = J i,  

3. для k–тых компонент векторов итераций выполняется неравенство Ik < J k. 
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В этом случае также говорят, что зависимость v от u является циклически по-

рожденной (loop-carried dependence [57, c. 49]). 

Замечание 1. Определение носителя можно дать в терминах вектора направ-

ления зависимости: вхождение v зависит от вхождения u с носителем k (1 ≤ k ≤ 

d), если для вектора направления данной зависимости Ψ =(ψ1, ψ2,…, ψd) выпол-

няются условия: {=}⊂ψi, при 1≤i≤(k-1) и {<}⊂ψk. 

Определение носителя зависимости есть переформулированное определение 

из [8, с. 100]. Иногда вместо термина «носитель зависимости» в литературе 

употребляется эквивалентный термин «уровень зависимости» (dependence level) 

[83, с. 3]. Понятие носителя (уровня) зависимости используется алгоритмом 

распараллеливания Аллена и Кеннеди [8, 66]. 

Определение. ([8, с. 100]) Зависимость вхождения v от вхождения u называ-

ется циклически независимой (loop independent dependence[57, c. 49]), если суще-

ствуют такие итерации I=(I1, I2, …, In1) и J=(J1, J2, …, Jn2), что: 

1. вхождение v[J] зависит от вхождения u[I]; 

2. для всех i∈[1, d] выполняется равенство Ii = J i. 

Замечание 2. Определение циклически независимой зависимости можно 

дать в терминах вектора направления зависимости: зависимость вхождения v от 

вхождения u называется циклически независимой, если для вектора направле-

ния данной зависимости Ψ =(ψ1, ψ2,…, ψd) выполняются условия: {=}⊂ψi, при 

1≤i≤d. 

Из замечаний 1 и 2 видно, что информация о носителе зависимости и о цик-

лически независимой зависимости может быть получена из вектора направле-

ния зависимости. 

 

Пример 8. Рассмотрим фрагмент программы примера 7.  
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Вектор направления зависимости v1 от u равен (≤, =), как было показано в 

примере 7. В этом векторе содержится вектор (=, =), показывающий, что данная 

зависимость является циклически независимой. Также, первая компонента век-

тора (≤, =) содержит {<}, следовательно, указанная зависимость имеет носитель 

1. Зависимость v1 от u не имеет носитель 2 т.к. вектор направления (≤, =) не со-

держит вектор (=, <). 

Конец примера 8. 

 

Определение. ([83, с. 3]). Пусть два вхождения u и v имеют d общих циклов. 

Рассмотрим множество всех итерации Ik=(Ik
1, Ik

2, …, Ik
n1) и Jk=(Jk

1, Jk
2, …, Jk

n2), 

где 1≤k≤m, n1≥d, n2≥d, таких, что v[Jk] зависит от u[Ik]. Каждый вектор (Jk
1 – Ik

1, 

Jk
2 – Ik

2, …, Jk
d – Ik

d) (при фиксированном k) будем называть вектором расстоя-

ния зависимости v от u, а множество различных векторов (Jk
1 – Ik

1, Jk
2 – Ik

2, …, Jk
d 

– Ik
d) будем называть множеством векторов расстояния зависимости v от u. 

Подробно ознакомиться с различными видами определений расстояния за-

висимости для различного вида циклов можно, например, в [90, 94]. 

 

Пример 9. Рассмотрим фрагмент программы примера 7. 

Рассмотрим зависимость t от s. Разность между всеми парами итераций Ik и 

Jk, при которых v[Jk] зависит от u[Ik], постоянна и равна (1, -1). 

Рассмотрим зависимость использования v1 от генератора u. Из формул для 

пар итераций, при которых v1 зависит от u, приведенных в примере 7, следует, 

что множество векторов расстояния для данной зависимости имеет вид: (0, 0), 

(1, 0), (2, 0), … (M-1, 0). 

Рассмотрим потоковую зависимость использования v2 от генератора u. Т.к. у 

этих вхождений только один общий цикл (d=1), то векторы расстояния указан-

ной зависимости будут состоять из одного элемента. Из формул для пар итера-

ций, при которых v2 зависит от u, приведенных в примере 7, следует, что мно-
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жество векторов расстояния для данной зависимости имеет вид: (0), (1), (2), … 

(min(N, M)-1). 

Конец примера 9. 

 

11..11..44  ИИннффооррммааццииооннннааяя  ззааввииссииммооссттьь  ппоо  ззннааччееннииюю  

В этом пункте будет введено понятие информационной зависимости по зна-

чению (value-based dependence [91, 92], data-flow dependence [83, 85]), а также ее 

представления.  

Определение. ([92]) Говорят, что вхождение v зависит по значению от вхо-

ждения u, если существуют такие итерации I и J, что сначала u[I], затем v[J] об-

ращаются к некоторой ячейке памяти S и между этими обращениями в ячейку 

памяти S не производится запись. Аналогично информационной зависимости, 

для зависимости по значению вводятся четыре типа: потоковая, антизависи-

мость, выходная, входная. 

 

Пример 10. В следующем фрагменте программы 

for(i=0;i<10;i++) 

{ x[i]= z[i]+y[i];  

 y[i]= f[i]*d[i]; 

 x[9-i]= x[i];  

 y[i]= g[2*i]; 

} 

имеется только одна потоковая зависимость по значению – вхождение v за-

висит по значению от вхождения u1. Вхождение v не зависит по значению от 

u2 v 

u1 s 

t1 

t2 
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вхождения u2 т.к. между любой записью генератора u2 в некоторую ячейку S и 

последующим чтением вхождения v из нее, данная ячейка S перезаписывается 

генератором u1. Например, в ячейку памяти x[6] сначала генератор u2 записы-

вает некоторое значение на итерации i=3, позже использование v читает содер-

жимое ячейки x[6] на итерации i=6, но между этими обращениями к x[6] генера-

тор u1 перезаписывает значение в x[6] на итерации i=6. Таким образом, исполь-

зование v читает только те значения, которые были записаны генератором u1. 

Заметим, что в данном примере имеется две потоковых зависимости: v от u1 

и v от u2. Информационную зависимость v от u2 часто называют ложной зави-

симостью4 (false data dependence) [91]. 

Также в данном примере существует антизависимость по значению t1 от s, 

но не существует антизависимости по значению t2 от s. 

Конец примера 10. 

 

Определение. ([83]) Вектором направления зависимости по значению 

Ψ =(ψ1, ψ2,…, ψd) (где ψi∈{<, >, =, ≤, ≥, ≠, *}) вхождения v от вхождения u на-

зывается объединение отношений Ωk по всем парам итераций (Ik, Jk), при кото-

рых v[Jk] зависит по значению от u[Ik]. 

 

Пример 11. Рассмотрим фрагмент программы примера 7. 

Рассмотрим зависимость использования v1 от генератора u. Пары итераций, 

на которых сначала генератор u, а затем использование v1 обращается к одной 

ячейке памяти a[k], есть множество {((i', k), (i'', k)) | 1≤i'≤M, i'≤i''≤M} (пример 7.). 

В этом множестве есть пары итераций ((i'*, k), (i''*, k)), где i'*<i''*. Генератор u 

на итерации (i'*, k) записывает в a[k] некоторое значение. Затем этот же генера-

                                          
4 формально, ложная зависимость это информационная зависимость, которая исчезает 

при переходе от информационной зависимости к информационной зависимости по значению. 



 32

тор перезаписывает a[k] на итерациях (l, k), где i'*<l≤i''*. И только после этого, 

на итерации (i''*, k) использование v1 читает значение a[k]. Использование v1 на 

итерации (i''*, k) читает именно то значение из a[k], которое было записано по-

следним, т.е. генератором u на итерации (i''*, k). Для построения вектора на-

правления зависимости по значению нужно исключить из рассмотрения пары 

данного вида. Получим, что вектор направления зависимости по значению v1 от 

u есть объединение отношений между парами итераций во множестве 

{((i', k), (i'', k)) | 1≤i'≤M, 2≤i''≤M, i'=i''}. Следовательно, этот вектор равен (=, =). 

Рассмотрим зависимость v1 от u: вектор направления зависимости равен 

(≤, =) (пример 7) и не совпадает с вектором направления зависимости по значе-

нию (=, =). Разница между этими векторами – вектор (<, =) – есть вектор на-

правления выходной самозависимости генератора u. Этот вектор описывает от-

ношение между парами итераций, на которых генератор u перезаписывает одни 

и те же ячейки a[k] и, в данном случае, совпадает с вектором направления само-

зависимости по значению генератора u. Таким образом, вектор направления за-

висимости (≤, =) содержит информацию не только о потоковой зависимости v1 

от u, но и о выходной самозависимости u от u. 

Конец примера 11. 

 

Определение. ([83]) Говорят, что вхождение u зависит по значению от вхо-

ждения v с носителем k (1 ≤ k ≤ d), если существуют такие итерации I=(I1, I2, …, 

In1) и J=(J1, J2, …, Jn2), что: 

1. сначала u[I], затем v[J] обращаются к некоторой ячейке памяти S и между 

этими обращениями в ячейку памяти S не производится запись; 

2. для всех i∈[1, k-1] выполняется равенство Ii = J i; 

3. для k–тых компонент векторов итераций выполняется неравенство Ik < J k. 
Замечание 3. Определение носителя зависимости по значению можно дать в 

терминах вектора направления зависимости по значению: вхождение u зависит 
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по значению от вхождения v с носителем k (1 ≤ k ≤ d), если для вектора направ-

ления данной зависимости по значению Ψ =(ψ1, ψ2,…, ψd) выполняются усло-

вия: {=}⊂ψi, при 1≤i≤(k-1) и {<}⊂ψk. 

Иногда вместо термина «носитель зависимости по значению» в литературе 

употребляется эквивалентный термин «уровень зависимости по значению» (de-

pendence data-flow level). 

Определение. Зависимость по значению вхождения u от вхождения v назы-

вается циклически независимой, если существуют такие итерации I=(I1, I2, …, 

In1) и J=(J1, J2, …, Jn2), что: 

1. что сначала u[I], затем v[J] обращаются к некоторой ячейке памяти S и 

между этими обращениями в ячейку памяти S не производится запись; 

2. для всех i∈[1, d] выполняется равенство Ii = J i. 

Замечание 4. Определение циклически независимой зависимости по значе-

нию можно дать в терминах вектора направления зависимости по значению: за-

висимость по значению вхождения u от вхождения v называется циклически не-

зависимой, если для вектора направления данной зависимости по значению 

Ψ =(ψ1, ψ2,…, ψd) выполняются условия: {=}⊂ψi, при 1≤i≤d. 

Из замечаний 3 и 4 видно, что информация о носителе зависимости по зна-

чению и о циклически независимой зависимости по значению может быть по-

лучена из вектора направления зависимости по значению. 

 

Пример 12. Рассмотрим фрагмент программы примера 7. 

Как было показано в примере 11, вектор направления зависимости по значе-

нию v1 от u равен (=, =). Следовательно, эта зависимость по значению является 

циклически независимой. 

В примере 11 также показано, что вектор направления самозависимости по 

значению генератора u равен (<, =). Следовательно, эта зависимость по значе-

нию имеет носитель 1. 
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Конец примера 12. 

 

Определение. ([83]) Пусть два вхождения u и v имеют d общих циклов. Рас-

смотрим множество всех итерации Ik=(Ik
1, Ik

2, …, Ik
n1) и Jk=(Jk

1, Jk
2, …, Jk

n2), где 

1≤k≤m, n1≥d, n2≥d,  таких, что сначала u[Ik], затем v[Jk] обращаются к некоторой 

ячейке памяти S и между этими обращениями в ячейку памяти S не производит-

ся запись. Будем говорить, что множество различных векторов (Jk
1 – Ik

1, Jk
2 – Ik

2, 

…, Jk
d – Ik

d) образует множество векторов расстояния зависимости по значению 

вхождения v от вхождения u. 

 

Пример 13. Рассмотрим фрагмент программы примера 7. 

Все пары итераций ((i1, j1), (i2, j2)), при которых v[(i2, j2)] зависит по значе-

нию от u[(i1, j1)], описываются множеством {((i', k), (i'', k)) | 1≤i'≤M, 2≤i''≤M, 

i'=i''} (пример 11). Следовательно, зависимость по значению v от u имеет един-

ственный вектор расстояния (0, 0). 

Заметим, что самозависимость по значению генератора u имеет вектор рас-

стояния (1, 0). 

Конец примера 13. 

 

11..11..55  ССррааввннееннииее  ппррееддссттааввллеенниийй  ииннффооррммааццииоонннноойй  ззааввииссииммооссттии  

Если в определении информационной зависимости по памяти (пункт 1.1.3) 

два вхождения зависимы, когда они обращаются к одной и той же ячейке памя-

ти, то в определении зависимости по значению, два вхождения зависимы, когда 

они гарантированно оперируют с одним и тем же значением. Поэтому, каждое 

представление информационной зависимости по значению тоньше соответст-

вующего представления информационной зависимости по памяти. Часто в про-

граммах, при использовании представлений информационной зависимости по 
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памяти, информация о потоковых зависимостях может быть смешана с инфор-

мацией о выходных зависимостях (пример 11). Выходные зависимости иногда 

могут быть удалены с помощью таких методов как приватизация [83, 85], пере-

именование [65], экспансия массивов [69]. Таким образом, используя представ-

ления информационной зависимости по значению можно распараллелить боль-

шее количество циклов, чем просто используя представления информационной 

зависимости по памяти [60, 83]. 

Представления информационной зависимости по памяти имеют следующее 

достоинство: для этих представлений разработаны эффективные методы по-

строения [8, 95, 59], которые, хоть и являются приближенными, применимы к 

большому числу программ и дают хорошие результаты на практике.  

Резюмируя данный параграф, отметим следующее 

Утверждение.  Пусть вхождение v зависит от вхождения u. Тогда: 

1. вхождение v может не зависеть по значению от вхождения u (при наличии 

в программе других генераторов этой же переменной); 

2. вектор направления зависимости по значению v от u содержится в векторе 

направления зависимости v от u; 

3. множество носителей зависимости по значению v от u содержится во мно-

жестве носителей зависимости v от u; 

4. множество векторов расстояния зависимости по значению v от u содержит-

ся во множестве векторов расстояния зависимости v от u; 
Доказательство следует из того факта, что в представлениях информацион-

ной зависимости по значению в общем случае учитывается только подмножест-

во пар итераций, используемых в соответствующих представлениях информа-

ционной зависимости.  
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В таблице 1 приведены данные различных видов представлений для потоко-

вой зависимости использования v1 от генератора u в программе примера 7. Эти 

данные были получены в примерах 7, 8, 9, 11, 12, 13. 

Таблица 1. 
 Информационная зави-

симость 

Информационная зави-

симость по значению 

Зависимость есть есть 

Носители (уровни) 1 носители отсутствуют 

Циклически независим. да да 

Векторы направления (≤, =) (=, =) 

Векторы расстояния ⎧0⎫ ⎧1⎫⎧2⎫… ⎧M-1⎫ 

⎩0⎭ ⎩0⎭⎩0⎭… ⎩  0  ⎭ 

⎧0⎫ 

⎩0⎭ 
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1.2 Графовые модели информационной зависимости 

При анализе программы с целью оптимизации (распараллеливания) удобно 

рассматривать данные об информационных зависимостях этой программы в ви-

де графов. Существуют как более грубые способы описания зависимостей про-

граммы, например, граф информационных зависимостей [8, 33, 36], так и более 

тонкие, например, решетчатый граф [21, 22, 71] и развертка решетчатого графа 

(таймирование, schedule) [2, 72, 73, 79]. В этом параграфе мы дадим определе-

ния и рассмотрим указанные графы. 

 

11..22..11  ГГрраафф  ииннффооррммааццииоонннныыхх  ззааввииссииммооссттеейй  

Граф информационных зависимостей – ориентированный помеченный граф. 

Вершины графа – вхождения переменных. Если вхождение v зависит от вхож-

дения u, то в графе существует дуга, направленная от u к v. Обычно, с каждой 

дугой графа связывается некоторая дополнительная информация о зависимых 

вхождениях, такая как носитель (глубина) зависимости, вектор направления за-

висимости, вектор расстояния зависимости и др. 

 

Пример 14. На рисунке 1 изображен граф информационных зависимостей 

фрагмента программы, построенный с помощью ОРС. 
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Рис. 1. Экранная форма ОРС, изображающая граф информационных 
зависимостей фрагмента программы. 

 

Конец примера 14. 

 

Замечание. В определении графа используется понятие информационной за-

висимости (пункт 1.1.3). Если в данном определении вместо понятия информа-

ционной зависимости использовать понятие информационной зависимости по 

значению (пункт 1.1.4), то получим новый граф. Полученный граф назовем 

графом информационных зависимостей по значению. Очевидно, что граф ин-

формационных зависимостей по значению является остовным подграфом5 графа 

информационных зависимостей. 

 

                                          
5 Подграф называется остовным, если множество его вершин совпадает с множеством 

вершин графа. 
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11..22..22  РРеешшееттччааттыыйй  ггрраафф  

Решетчатый граф – одна из наиболее тонких моделей информационной за-

висимости. Решетчатый граф в частности позволяет для любой операции в пра-

вой части оператора присваивания указать итерацию и генератор, выход кото-

рого является аргументом данной операции. Описание решетчатых графов в 

этом параграфе большей частью основано на [21, 22, 23, 24]. 

 

1.2.2.1 Опорные пространства. Порядок исполнения операторов 

Рассмотрим некоторый фрагмент программы из линейного класса. Зануме-

руем операторы циклов в этом фрагменте сверху вниз по тексту программы. 

Обозначим счетчик i-го цикла – Ii.  

Определение. ([21]) Множество всех вложенных друг в друга циклов, в теле 

каждого из которых содержится некоторый оператор Stmt, называют опорным 

гнездом циклов для оператора Stmt и для всех вхождений, которые этот опера-

тор содержит.  

Определение. Множество значений вектора счетчиков циклов опорного 

гнезда, при которых исполняется оператор Stmt, будем называть опорным про-

странством для данного оператора и всех вхождений переменных, которые он 

содержит. 

Определение. ([21]) Рассмотрим множество всех условий, задаваемых ус-

ловными операторами, при которых исполняется оператор Stmt. Множество 

этих условий вырезает из линейного пространства итераций опорного гнезда 

данного оператора множество выпуклых многогранников. Объединение этих 

многогранников называется линейным опорным пространством оператора Stmt. 

 

Пример 15. Рассмотрим фрагмент программы: 
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for(i=1;i<=10;i++) 

{   x[i]= 0; // Stmt 1 

 for(j=1;j<=10;j++)  

  if(i==j)  

   x[i]=x[i]+u[i][j]; // Stmt 2 

} 

Рассмотрим опорное гнездо циклов для оператора Stmt 1, оно состоит из од-

ного цикла по i. Пространство итераций этого гнезда совпадает с опорным про-

странством оператора Stmt 1 и определяется как множество целых точек отрезка 

[1, 10]. Линейное пространство итераций рассматриваемого гнезда и линейное 

опорное пространство оператора Stmt 1 определяется системой неравенств:  

-i+1≤0, i-10≤0. 

Рассмотрит опорное гнездо циклов для оператора Stmt 2, оно состоит из двух 

циклов: по i и по j. Итерационное пространство этого гнезда циклов есть мно-

жество целых точек квадрата, определяемого координатами противоположных 

углов: (1, 1) и (10, 10). Это итерационное пространство НЕ совпадает с опорным 

пространством оператора Stmt 2. Опорное пространство оператора Stmt 2 – это  

все целые точки, принадлежащие диагонали соединяющей вершины (1, 1) и 

(10, 10) указанного квадрата.  

Конец примера 15. 

 

Если некоторый оператор присваивания не содержится в гнезде циклов, то 

можно считать, что этот оператор содержится в цикле, у которого верхняя гра-

ница равна нижней. Не умаляя общности, будем считать, что все операторы 

присваивания содержатся в гнездах циклов. 
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Далее будем считать, что в каждой строке программы находится только 

один оператор. Занумеруем все операторы присваивания фрагмента программы 

сверху вниз по тексту программы и обозначим их через Stmt1, Stmt2, …, Stmtm. 

Обозначим опорное пространство оператора Stmti через Vi, размерность которо-

го равна si. Подчеркнем, что пространства Vi и Vj при i≠j считаются различными, 

даже если они образованы одними и теми же операторами циклов и условными 

операторами. 

Определение. ([21]) Пространством итераций фрагмента программы на-

зовем совокупность опорных пространств Vi для i=1, 2, …, m. 

Определение. ([21]) Будем называть исполнение оператора Stmti при кон-

кретных значениях счетчиков циклов его опорного гнезда 1iI , 2iI , …,
i

i s
I  сраба-

тыванием и обозначать Stmti[ 1iI , 2iI , …,
i

i s
I ] или Stmti[I] считая, что вектор I 

равен ( 1iI , 2iI , …,
i

i s
I ). 

Каждому срабатыванию Stmti[ 1iI , 2iI , …,
i

i s
I ] поставим в соответствие точку 

опорного пространства Vi с теми же значениями координат ( 1iI , 2iI , …,
i

i s
I ). Та-

ким образом, устанавливается взаимнооднозначное соответствие между множе-

ством точек пространства итераций фрагмента программы и множеством всех 

срабатываний всех операторов присваивания этого фрагмента. Заметим, что все 

точки одного опорного пространства Vi и только они соответствуют срабатыва-

ниям одного оператора Stmti. 

Определение. Пусть имеются векторы I=(I1, I2, …, In1), и J=(J1, J2, …, Jn2). 

Пусть m=min(n1, n2). Тогда: 

1. если существует k∈[1, m], что I1 = J1, I2 = J2, …, Ik-1 = J k-1, Ik < J k , то будем 

говорить, что вектор I лексикографически меньше вектора J (I< lexJ); 

2. если n1=n2 и для любого k∈[1, m] Ik = J k , то будем говорить, что вектор I 

лексикографически равен вектору J (I= lexJ). 
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Зафиксируем некоторое число d, что 1≤d≤m. Если условие 1 выполняется для 

k∈[1, d], то будем говорить, что вектор I лексикографически меньше вектора J 

по первым d координатам (I<d
lexJ). Если условие 2 выполняется для k∈[1, d], то 

будем говорить, что вектор I лексикографически равен вектору J по первым d 

координатам (I=d
lexJ). 

 

Пример 16. Пусть I=(1, 2, 5) и J=(1, 2, 4, 6). Вектор J лексикографически 

меньше вектора I, поскольку при совпадающих первых двух координатах, тре-

тья координата вектора J строго меньше, третьей координаты вектора I. Значе-

ния всех последующих координат уже не важны. Для данного примера k=3. 

Векторы I и J лексикографически равны по первым двум координатам (I=2
lexJ). 

Конец примера 16. 

 

При выполнении линейной программы на «последовательном» компьютере 

все ее срабатывания Stmti[I'] выполняются в строго определенном порядке. Для 

его описания введем отношение порядка в пространстве итераций фрагмента 

программы. Этот порядок будем называть лексикографическим, и обозначать 

символом <lex. 

Рассмотрим любую пару различных векторов I=( 1iI , 2iI , …,
i

i s
I )∈Vi и 

J=( 1jI , 2jI , …,
j

j s
I )∈Vj. Так как векторы I и J могут принадлежать разным про-

странствам (при i≠j), то при определении лексикографического порядка в про-

странстве итераций фрагмента программы будут использоваться не только от-

ношения между компонентами векторов I и J, но и отношение между номерами 

i и j опорных пространств Vi и Vj. Будем говорить, что I лексикографически 

меньше J (I<lexJ), если: 
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1. либо i<j и пересечение совокупностей номеров i1, i2, …, 
isi  и j1, j2, …,

jsj  

пусто; в этом случае операторы Stmti и Stmtj не имеют общих циклов, и 

оператор Stmti находится по тексту программы раньше, чем оператор Stmtj; 

2. либо i<j и I=d
lexJ, где d (d≥1) – количество общих циклов для операторов 

Stmti и Stmtj; в этом случае Stmti[ 1iI , 2iI , …,
i

i s
I ] и Stmtj[ 1jI , 2jI , …,

j
j sI ] ис-

полняются на одной итерации общего гнезда циклов, и Stmti находится по 

тексту раньше, чем Stmtj; 

3. либо I<d
lexJ, где d (d≥1) – количество общих циклов для операторов Stmti и 

Stmtj; в этом случае Stmti[ 1iI , 2iI , …,
i

i s
I ] исполняется на более ранней ите-

рации, чем Stmtj[ 1jI , 2jI , …,
j

j s
I ]. 

Таким образом, если I∈Vi лексикографически меньше J∈Vj, то при последо-

вательном исполнении фрагмента линейной программы срабатывание Stmti[I] 

произойдет раньше, чем срабатывание Stmtj[J].  

 

1.2.2.2 Максимальные и минимальные решетчатые графы 

Определим максимальный решетчатый граф [21, с. 346] фрагмента про-

граммы. 

Определение. ([21]) Множество вершин максимального решетчатого гра-

фа – все точки пространства итераций фрагмента программы. Дуга направляет-

ся из вершины I∈Vi в вершину J∈Vj, если I<lexJ и существуют такие вхождения 

u∈Stmti и v∈Stmtj, что u[I] и v[J] обращаются к одной и той же ячейке памяти. 

При этом говорят, что вхождение u определяет начало дуги, а вхождение v – ко-

нец дуги. 
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Будем считать, что каждая пара вхождений (u, v) определяет отдельную дугу 

из I в J. Таким образом, максимальный решетчатый граф может иметь кратные 

дуги. 

Из определения следует, что максимальный решетчатый граф есть представ-

ление информационной зависимости по памяти.  

Определение. ([21]) Вершины максимального решетчатого графа потоко-

вой зависимости – пространство итераций фрагмента программы. Дуга направ-

лена из вершины I в вершину J (I∈Vi, J∈Vj, I< lexJ), если существуют генератор 

u∈Stmti и использование v∈Stmtj, что u[I] и v[J] обращаются к одной ячейке па-

мяти. 

Аналогичным образом можно ввести максимальные решетчатые графы вы-

ходной, анти- и входной зависимости. 

 

Пример 17. На рисунке 2 изображена часть максимального решетчатого гра-

фа потоковой зависимости фрагмента программы умножения многочленов при-

мера 5. 
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Рис. 2. Часть максимального решетчатого графа программы. 
 

Конец примера 17. 

 

Определение минимальных решетчатых графов дадим конструктивно 

([21]). 

Возьмем максимальный решетчатый граф зависимости типа Т. Для каждой 

вершины s этого графа выполним: 

1. разобьем множество дуг, входящих в вершину s на группы: к одной группе 

отнесем дуги, конец которых определялся одним и тем же вхождением; 

2. в каждой группе выберем одну дугу, у которой начальная вершина лекси-

кографически ближе всего к вершине s; остальные дуги удалим. 

j 

i 

1 

2 

3 

1 2 30 

k1 2 30
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Полученный граф называется минимальным снизу решетчатым графом6 за-

висимости типа Т [21, с. 346]. 

 

Пример 18. На рисунке 3 изображена часть минимального снизу решетчато-

го графа потоковой зависимости для фрагмента программы умножения много-

членов примера 5. Он получен из максимального графа примера 17 удалением 

некоторых дуг (удаленные дуги выделены пунктиром). 

 
Рис. 3. Часть минимального снизу решетчатого графа потоковой зави-

симости. 
 

Конец примера 18. 

 

                                          
6 в работе [21] минимальный снизу решетчатый граф потоковой зависимости называется 

графом алгоритма. 

j 

i

1 

2 

3 

1 2 30 

k1 2 30 
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Снова возьмем максимальный решетчатый граф зависимости типа Т. Для 

каждой вершины s этого графа выполним: 

1. разобьем множество дуг, выходящих из вершины s на группы: к одной 

группе отнесем дуги, начало которых определялось одним и тем же вхож-

дением; 

2. в каждой группе выберем одну дугу, у которой конечная вершина лексико-

графически ближе всего к вершине s; остальные дуги удалим. 

Полученный граф называется минимальным сверху решетчатым графом за-

висимости типа Т [21, с. 347]. 

 

Пример 19. Минимальный сверху решетчатый граф потоковой зависимости 

для фрагмента программы примера 5 совпадает с минимальным снизу решетча-

тым графом потоковой зависимости этого же фрагмента. 

Конец примера 19. 

 

Для зависимостей по выходу и по входу минимальные снизу и сверху ре-

шетчатые графы совпадают [21, c. 347]. В общем случае для потоковой и анти-

зависимости минимальные сверху и снизу решетчатые графы различаются [21, 

c. 347]. Проиллюстрируем это. 

Потоковая зависимость. Пусть в некоторой программе к ячейке X некото-

рого массива обращаются только два вхождения. Пусть все записи в ячейку X 

производятся на итерациях I1, I2, I3, где I1<lex I2<lex I3. Пусть все чтения из ячей-

ки X происходят на итерациях J1, J2, где I1<lex I2<lex I3<lex J1<lex J2. Максимальный 

решетчатый граф потоковой зависимости GMax будет содержать следующие ду-

ги, входящие в вершину J1: (I1, J1), (I2, J1), (I3, J1). Рассмотрим минимальный 

снизу решетчатый граф потоковой зависимости GMin данной программы. В этом 

графе будет только одна дуга, входящая в вершину J1: (I3, J1) (т.к. I3 лексико-

графически самая близкая к J1 среди вершин I1, I2, I3). Аналогично рассуждая 
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для вершины J2, получим, что рассматриваемый граф GMin содержит дугу 

(I3, J2). На рисунке 4.а изображены указанные дуги графа GMin, при этом пунк-

тиром отмечены дуги максимального графа GMax входящие в вершины J1, J2, и 

не являющиеся дугами минимального снизу графа GMin. 

Теперь рассмотрим минимальный сверху решетчатый граф потоковой зави-

симости⎯GMin для этой же программы. Рассмотрим дуги максимального графа  

GMax, выходящие из вершины I1: (I1, J1), (I1, J2). Из этих дуг граф⎯GMin будет со-

держать только (I1, J1) т.к. J1 лексикографически самая близкая к I1 среди J1, J2. 

Аналогично рассуждая для вершин I2 и I3, получим, что минимальный сверху 

граф⎯GMin содержит дуги (I2, J1) и (I3, J1). На рисунке 4.б изображены указанные 

дуги минимального сверху графа⎯GMin, при этом пунктиром отмечены дуги мак-

симального графа GMax выходящие из вершин I1, I2, I3, и не являющиеся дугами 

минимального сверху графа GMin. Видно, что минимальный снизу и минималь-

ный сверху решетчатые графы потоковой зависимости различаются. 

 

Рис. 4. Различия между минимальным снизу (а) и сверху (б) решетча-
тыми графами. 

 

Антизависимость. Пусть все чтения из ячейки X производятся на итерациях 

I1, I2, I3, где I1<lex I2<lex I3. Пусть все записи в ячейку X происходят на итерациях 

J1, J2, где I1<lex I2<lex I3<lex J1<lex J2. Рассуждая также как и в случае потоковой 

зависимости можно увидеть, что на рисунке 4.а изображены дуги минимального 

а) б) 

I1 

I2 

I3 J1

J2

I1

I2

I3 J1

J2
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снизу решетчатого графа антизависимости, входящие в вершины J1, J2.  А на 

рисунке 4.б изображены дуги минимального сверху решетчатого графа антиза-

висимости, выходящие из вершин I1, I2, I3. 

 

Пример 20. (Фрагмент программы, в котором минимальные снизу и сверху 

решетчатые графы антизависимости различаются.) 

Рассмотрим следующий цикл: 

for(i=1; i<=1000; i++) 

{ a[i]=x[i+1];  

 b[i]=x[i]; 

 x[i]=c[i]*d[i]; 

} 

В этом цикле имеется антизависимость вхождения v от вхождений u1, u2. 

Других антизависимостей нет. Часть минимального снизу решетчатого графа 

антизависимости G для данного цикла изображена на рисунке 5.а, минимально-

го сверху решетчатого графа антизависимости⎯G изображена на рисунке 5.б. 

Опорные пространства различных операторов на рисунках совмещены. 

 

Рис. 5. Решетчатые графы антизависимости: а) минимальный снизу  G 
и б) минимальный сверху⎯G. 

 

а) б) 

i1 2 30 … i1 2 30 …

v 

u2 

u1 



 50

Из приведенного рисунка видно, что рассматриваемые графы G и⎯G разли-

чаются. 

Конец примера 20. 

 

Из приведенной выше иллюстрации видно, что минимальный снизу решет-

чатый граф потоковой зависимости описывает зависимость по значению т.к. 

между двумя обращениями к одной ячейке памяти, которые порождают дугу, 

эта ячейка не перезаписывается. Это же относится и к минимальному сверху 

решетчатому графу антизависимости. Но, данная иллюстрация также показыва-

ет, что минимальный сверху решетчатый граф потоковой зависимости и мини-

мальный снизу решетчатый граф антизависимости не описывают зависимость 

по значению. Отметим также, что ни минимальный снизу, ни минимальный 

сверху решетчатый граф входной зависимости не описывает зависимость по 

значению. Это происходит из-за того, что в определении этих графов никак не 

учитываются записи в память генераторами. Чтобы минимальный решетчатый 

граф описывал входную зависимость по значению, необходимо при его по-

строении учесть записи генераторов в память. 

Заметим, что любой минимальный решетчатый граф не является представ-

лением информационной зависимости по памяти т.к. при его построении часть 

обращений к памяти вхождениями отбрасывается. 

Тот факт, что с помощью решетчатых графов можно точно описывать зави-

симость по значению между операциями в программе дает возможность пред-

полагать, что именно на основе этих графов можно реализовать компилятор, 

эффективно преобразующий последовательные программы в код потоковой 

машины (dataflow machine) [16, 17, 44], разрабатываемой ИПИ РАН [18, 40, 43, 

45].  
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1.2.2.3 Простые и элементарные решетчатые графы 

Для того, чтобы получить алгоритмы построения минимальных решетчатых 

графов, вводится понятие простого и элементарного решетчатого графа [21, с. 

351]. Эти понятия более удобны, чем понятие минимального решетчатого гра-

фа, они будут широко использоваться в данной работе. 

Рассмотрим программу из линейного класса. Возьмем какую-либо дугу (I, J) 

минимального снизу решетчатого графа потоковой зависимости. В определении 

этой дуги участвует использование, читающее из памяти на итерации J, и гене-

раторы соответствующей переменной. 

Исходя из данной программы, построим новую программу по следующим 

правилам. Зафиксируем какое-нибудь использование некоторой переменной X в 

операторе Stmt. В операторе Stmt вычеркнем всю правую часть кроме зафикси-

рованного вхождения. Во всех остальных операторах присваивания полностью 

вычеркнем правые части. В левых частях операторов присваивания вычеркнем 

все вхождения переменных, имена которых отличны от X. Теперь вычеркнем 

все операторы присваивания, у которых оказались пустыми левые и правые час-

ти, все условные операторы, охватывающие только пустые операторы, и все 

циклы с пустыми телами. 

С формальной точки зрения оставшаяся часть программы не является про-

граммой на языке C, т.к. левые и правые части некоторых операторов могут 

быть пустыми. Эту часть программы можно сделать программой на языке C, 

если пустые части заменить вхождениями отличных между собой переменных 

(чтобы не возникло новых зависимостей), не совпадающих с X. 

Любая программа такого типа называется простой. Построенный для нее 

минимальный снизу решетчатый граф называется простым снизу решетчатым 

графом. Далее в работе, если специально не оговорено, под простым решетча-

тым графом будем понимать простой снизу решетчатый граф. 
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Пример 21. Зафиксировав вхождение v1 в программе примера 5, и применив 

алгоритм построения простой программы, получим: 

for(k=0; k<=(N+M); k++)  

 c[k]=*;  

for(i=0; i<=M; i++) 

 for(j=0; j<=N; j++)  

  c[i+j]=c[i+j]; 

 

Часть простого решетчатого графа потоковой зависимости изображена на 

рисунке 3 т.к. в данном случае этот граф совпадает со всем минимальным снизу 

решетчатым графом потоковой зависимости программы примера 5. 

Конец примера 21. 

 

Каждый простой решетчатый граф описывает зависимость7 одного фиксиро-

ванного вхождения от набора других вхождений. Поэтому далее в работе про-

стой решетчатый граф будет идентифицироваться вхождениями, зависимость 

между которыми он описывает. Например, простой решетчатый граф, постро-

енный с помощью программы примера 21, будет идентифицироваться как про-

стой решетчатый граф, описывающий зависимость вхождения v1 от вхождений 

u1, u2.  

                                          
7 эта зависимость не является информационной зависимостью по памяти т.к. минималь-

ный решетчатый граф не описывает зависимость по памяти. Поэтому в данном случае, и в 

аналогичных случаях далее, после слова «зависимость» не предполагаются слова «по памя-

ти» (как в предложении пункта 1.1.3). 

u1 

u2 v1 
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Утверждение 1. ([21, c. 353]) Для любой программы из линейного класса 

минимальный решетчатый граф любого типа есть объединение минимальных 

графов того же типа всех простых программ. 

Определение простой программы немного меняется в зависимости от того, 

какой тип зависимости и какой из минимальных графов (сверху или снизу) рас-

сматривается. Для минимального снизу решетчатого графа потоковой зависи-

мости простая программа имеет одно фиксированное использование и все гене-

раторы этой же переменной. Для минимального сверху решетчатого графа по-

токовой зависимости и минимального снизу решетчатого графа антизависимо-

сти простая программа имеет один фиксированный генератор и все использова-

ния этой же переменной. Аналогично, простая программа определяется для дру-

гих видов минимальных решетчатых графов. 

Процесс расщепления линейных программ и соответствующих им мини-

мальных решетчатых графов можно продолжить. В получившейся ранее про-

стой программе вычеркнем все операторы присваивания, кроме оператора, со-

держащего фиксированное использование переменной X, и какого-нибудь опе-

ратора, содержащего генератор переменной X. В частности, второй оператор 

может совпадать с первым. Теперь вычеркнем все условные операторы, охваты-

вающие только пустые операторы, и все циклы с пустыми телами. 

Любая программа такого типа называется элементарной [21]. Построенный 

для нее минимальный снизу решетчатый граф называется элементарным снизу 

решетчатым графом [21]. Далее в работе, если специально не оговорено, то 

под элементарным решетчатым графом будем понимать элементарный снизу 

решетчатый граф. 

 

Пример 22. Зафиксировав вхождение v1 в простой программе примера 19, и 

применив описанный выше алгоритм, получим две элементарные программы. 

Элементарная программа А: 



 54

for(k=0; k<=(N+M); k++)    

 c[k]=*;  

for(i=0; i<=M; i++) 

 for(j=0; j<=N; j++)  

   *=c[i+j]; 

 

Элементарная программа Б: 

for(i=0; i<=M; i++) 

 for(j=0; j<=N; j++)  

  c[i+j]=c[i+j]; 

 

Часть элементарного решетчатого графа потоковой зависимости, построен-

ного по элементарной программе А, изображена на рисунке 6.а; построенного 

по элементарной программе Б – на рисунке 6.б. 

u1 

v1 

u2 v1 



 55

 

Рис. 6. Элементарный решетчатый граф, построенный по: а) элемен-
тарной программе А, б) элементарной программе Б. 

 

Конец примера 22. 

 

Далее в работе элементарный решетчатый граф будет идентифицироваться 

вхождениями, зависимость между которыми он описывает. Например, элемен-

тарный решетчатый граф, построенный с помощью элементарной программы 1 

примера 22, будет идентифицироваться как элементарный решетчатый граф, 

описывающий зависимость вхождения v1 от вхождения u1. 

Утверждение 2. ([21, c. 354]) Для любой программы из линейного класса 

минимальный решетчатый граф любого типа есть остовный подграф объедине-

ния минимальных графов того же типа всех элементарных программ. 

а) 

j 

i

1 

2 

3 

1 2 30 

k1 2 30 

б) 

j

i

1

2

3

1 2 30
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1.2.2.4 Хранение решетчатых графов 

По способам хранения нет принципиальной разницы между минимальными 

снизу и сверху решетчатыми графами. Поэтому далее в этой части будем рас-

сматривать только минимальные снизу решетчатые графы, которые в отсутст-

вии оговорок будем называть минимальными решетчатыми графами.  

Для хранения минимального решетчатого графа не подходят такие традици-

онные методы как матрица смежности или список дуг графа. Это происходит 

из-за того, что множество вершин минимального решетчатого графа совпадает с  

итерационным пространством программы. Затраты памяти на хранение такого 

количества вершин или дуг для реальных программ не приемлемы. Кроме того, 

время просмотра такого графа будет сопоставимо со временем исполнения про-

граммы, что также недопустимо. Для представления минимальных решетчатых 

графов используются другие методы. 

Для упрощения изложения, далее в этой части без дополнительных оговорок 

будем рассматривать решетчатые графы только потоковой зависимости.  

Любой минимальный решетчатый граф может быть представлен как объе-

динение всех простых решетчатых графов (утв. 1). Простой решетчатый граф 

можно получить из объединения элементарных решетчатых графов, удалив не-

которые дуги (утв. 2). И в простом и в элементарном решетчатом графе в одну 

вершину может входить не более одной дуги. В [21, 70] была предложена идея 

хранить дуги простого и элементарного решетчатых графов в виде функции F, 

аргумент у которой – вершина конца дуги, а возвращаемое значение – вершина 

начала дуги. Эта функция определена на множестве вершин решетчатого графа 

H, в которые входят дуги. В общем случае функция F является кусочной8. По-

                                          
8 кусочной называется функция, которая может быть задана на разных подмножествах 

области определения разными аналитическими выражениями. 
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этому функцию F представляют в виде набора функций Fk (k=1..n), которые оп-

ределены на множествах Hk (k=1..n). Множества Hk (k=1..n) образуют разбиение 

множества H. Далее в работе будем говорить о наборе функций, описывающих 

дуги решетчатого графа. Вершины графа представляются как все целые точки 

некоторых областей Hk, каждая из которых задана системой неравенств. 

Дуги элементарного решетчатого графа, описывающего зависимость ис-

пользования v∈Stmtj от генератора u∈Stmti, храняться в виде набора функций Fk 

(k=1..n). Эти функции определены на подмножествах Hk (k=1..n) опорного про-

странства Vj, в которые входят дуги решетчатого графа. Функция Fk, определен-

ная на Hk, ставит в соответствие вершине J∈Hk начальную вершину I∈Vi един-

ственной дуги входящей в J. 

Часто в реальных программах, дуги элементарного решетчатого графа могут 

быть описаны функциями, для которых выполняются условия: 

C.1) функции имеют вид I=A*J+b, где А – числовая матрица, вектор b в 

общем случае линейно зависит от внешних переменных; 

C.2) функции заданы на всех целых точках некоторых выпуклых линейных 

многогранников; 

C.3) количество функций и выпуклых линейных многогранников, на кото-

рых задана отдельная функция, конечно, не зависит от значений внешних пере-

менных и не пропорционально размерам опорного пространства. 

Если исходный фрагмент программы содержит внешние переменные, то 

функции, описывающие дуги некоторого решетчатого графа для этого фрагмен-

та, могут быть параметризованны этими переменными. 

 

Пример 23. Дуги элементарного решетчатого графа, описывающего зависи-

мость v1 от u1 в фрагменте программы примера 5, определяются одной функци-

ей Fu1,v1(i, j)=i+j. Область определения этой функции Hu1,v1 есть все целые точки 

многогранника, заданного системой неравенств: 
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⎧ i ≥ 0 

⎨ i ≤ M  

⎪ j ≥ 0 

⎩ j ≤ N.  

Дуги элементарного решетчатого графа, описывающего зависимость v1 от 

u2 во фрагменте программы примера 5, определяются одной функцией 

Fu2,v1(i, j)=(i−1, j+1). Область определения этой функции Hu2,v1 есть все целые 

точки многогранника, заданного системой неравенств: 

⎧ i ≥ 1 

⎨ i ≤ M  

⎪ j ≥ 0 

⎩ j ≤ N-1.  

Дуги каждого из рассмотренных элементарных решетчатых графов описы-

ваются только одной функцией. Для потоковой зависимости в программе при-

мера 43 (см. пункт 2.2.3.1) дуги элементарного решетчатого графа описываются 

несколькими функциями. 

Конец примера 23. 

 

Однако существуют программы, принадлежащие линейному классу, в кото-

рых дуги элементарного решетчатого графа некоторой зависимости не могут 

быть описаны функциями, удовлетворяющими условиям C.1) – C.3).  

 

Пример 24. Рассмотрим элементарную программу. 

for(i=1; i<=N; i++) 

   a[2*i] = a[i] ; 

 
u v 
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Элементарный решетчатый граф G, описывающий зависимость v от u, изо-

бражен на рис. 7. 

 

Рис. 7. Элементарный решетчатый граф, который не описывается 
функциями, удовлетворяющими условиям C.1) – C.3). 

 

Область определения функции, задающей дуги графа G, состоит только из 

четных точек отрезка [1, N]. Эта область не может быть описана совокупностью 

систем линейных неравенств, количество которых не зависит от N. Следова-

тельно, описать дуги графа G функциями, удовлетворяющими условиям C.1) – 

C.3), нельзя. 

Дуги решетчатого графа G описываются функцией F(i)=i÷2, область опреде-

ления которой задается системой ограничений: i ≥ 2, i ≤ N, i – 2*(i÷2)=0, где 

знаком «÷» обозначена операция целочисленного деления9. 

Конец примера 24. 

 

Определение. ([71]) Квазиаффинная форма – это форма, полученная из па-

раметров и целочисленных констант с помощью операций сложения, вычита-

ния, умножения на целое, деления на целое. 

Дуги элементарного решетчатого графа любой зависимости в любой линей-

ной программе могут быть описаны функциями, заданными с помощью квази-

аффинных форм [70], [71] (некоторые из форм, описывающих функции или/и их 

области определения, есть квазиаффинные формы).  

                                          
9 a÷b = ⎣a/b⎦ (ближайшее целое, не превосходящее a/b). 

i1 2 30 4 5 6 … 
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Определение. ([21]) Говорят, что элементарный решетчатый граф, дуги ко-

торого описываются функцией F, покрывается системой функций Fk, если при 

любых значениях внешних переменных для любой вершины J, в которой опре-

делена функция F, существует подсистема функций 
ikF , составленная из всех 

определенных в J функций системы Fk, что значение F(J) совпадает со значе-

ниями функций 
ikF (J). 

Отметим, что система покрывающих функций может описывать дуг больше, 

чем имеется в элементарном решетчатом графе. 

Так как простой решетчатый граф есть объединение элементарных решетча-

тых графов (с отбрасыванием некоторых дуг), то простые решетчатые графы 

хранятся аналогично элементарным решетчатым графам. Все вышесказанное 

относительно вида функций, описывающих дуги элементарного графа, относит-

ся и к простому решетчатому графу. Единственно, с каждой функцией Fk, опи-

сывающей дуги простого решетчатого графа, связывается генератор, записи в 

память которого определяют начала дуг, описываемых Fk. Аналогично описы-

вается и минимальный решетчатый граф. С каждой функцией Fl этого графа 

связывается пара вхождений, обращения к памяти которых порождают дуги 

графа, описываемые этой функцией. 

 

Пример 25. Пусть H1
u1,v1 – множество всех целых точек многогранника, за-

даваемого системой неравенств: i ≥ 0, i ≤ 0, j ≥ 0, j ≤ N. Пусть H2
u1,v1 – множество 

всех целых точек многогранника, задаваемого системой неравенств: i ≥ 1, i ≤ M, 

j ≥ N, j ≤ N. Тогда дуги простого решетчатого графа, описывающего зависимость 

вхождения v1 от вхождений u1, u2 в программе примера 5, задаются тройками: 

(u1, H1
u1,v1, Fu1,v1), (u1, H2

u1,v1, Fu1,v1), (u2, Hu2,v1, Fu2,v1) (обозначения Fu1,v1, 

Hu2,v1, Fu2,v1 введены в примере 21). 

Конец примера 25. 
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11..22..33  РРааззввееррттккаа  рреешшееттччааттооггоо  ггррааффаа  ((ттааййммииррооввааннииее,,  sscchheedduullee))  

Совокупность минимальных решетчатых графов дает информацию о поряд-

ке исполнения итераций программы, который должен быть сохранен при моди-

фикации программы. В частности, в совокупности этих графов можно выделить 

множество слоев10 и параллельные множества11 вершин. Все итерации в каждом 

слое, можно исполнять в любом порядке, в том числе и параллельно (в этом 

случае, возможно существование ограничений на порядок исполнения слоев от-

носительно друг друга). Каждое множество итераций в наборе параллельных 

множеств можно исполнять независимо от других множеств (в этом случае, 

возможно существование ограничений на порядок исполнения итераций внутри 

самих множеств).  

Имеются принципиально иные, по сравнению с указанными ранее, способы 

представления минимальных решетчатых графов, например, с помощью развер-

ток12 [21, 24, 72, 73]. С помощью разверток, в частности, можно получить опи-

сания слоев и параллельных множеств. 

Определение. ([21, с. 394]). Пусть G – граф, полученный объединением ми-

нимальных решетчатых графов потоковой, анти- и выходной зависимости по 

значению программы. Рассмотрим вещественную функцию f, определенную на 

вершинах графа G. Будем говорить, что функция f возрастает (не убывает) вдоль 

дуг графа G, если f(s)<f(t) (f(s)≤f(t)) для всех вершин s, t таких, что в графе G су-

                                          
10 множество вершин графа называется слоем, если никакие его вершины не связаны пу-

тем графа. 
11 множества вершин графа называются параллельными, если никакие две вершины из 

разных множеств не связаны путем графа [21]. 
12 вместо термина «развертка» в работах [72, 73] используется термин schedule, а в работе 

[34] -- таймирующая функция. 
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ществует дуга из вершины s в вершину t. Функция f называется строгой (обоб-

щенной) разверткой графа G, если она строго возрастает (не убывает) вдоль дуг 

графа G. 

Пусть известна какая-нибудь строгая развертка графа G. Тогда на любой ее 

поверхности уровня никакие точки пространства итераций не могут быть связа-

ны ни дугами, ни путями графа G [21, с. 394]. Таким образом, каждая поверх-

ность уровня строгой развертки определяет слой. 

Для одного графа может существовать набор разверток. Любая развертка 

позволяет расщепить пространство итераций на множества. Однако от разверт-

ки зависит количество этих множеств и количество точек во множествах, харак-

тер связей между множествами и между точками во множествах. Строгие раз-

вертки обеспечивают отсутствие связей внутри множеств. Развертки, которые 

обеспечивают отсутствие связей между множествами, называются расщепляю-

щими [21, c. 395]. Расщепляющая развертка f  удовлетворяет следующему усло-

вию: если в графе G существует дуга из вершины s в вершину t, то f(s)=f(t). 

 

Пример 26. Рассмотрим фрагмент программы, состоящий из двумерного 

гнезда циклов программы примера 5. С помощью этого двумерного гнезда осу-

ществляются основные вычисления при умножении многочленов. Часть графа 

G, полученного объединением минимальных решетчатых графов потоковой, 

анти- и выходной зависимости по значению программы, изображена на рисун-

ках 8.а и 8.б.  

Расщепляющей разверткой для графа G будет следующая функция 

f1(i, j)=i+j, определенная на всем пространстве итераций рассматриваемого гнез-

да. Каждое множество итераций данного гнезда, принадлежащее одной и той же 

поверхности уровня f1, можно исполнять независимо от других таких множеств 

(т.е. все эти множества можно исполнять одновременно). На рисунке 8.а ука-
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занные множества выделены серыми овалами, а каждая вершина подписана 

значением развертки f1 в ней. 

Строгой разверткой для графа G будет следующая функция f2(i, j)=i-j, опре-

деленная на всем пространстве итераций рассматриваемого гнезда. Все итера-

ции данного гнезда, принадлежащие одной и той же поверхности уровня f2, 

можно исполнять в любом порядке, в том числе и одновременно. Единственно, 

выполнять каждое независимое множество нужно строго в определенном по-

рядке: начинать выполнение итераций, расположенных на прямой i−j=c, можно 

только в том случае, если уже полностью завершено выполнение итераций, рас-

положенных на прямой i-j=c-1. На рисунке 8.б эти множества выделены серыми 

овалами, а каждая вершина подписана значением развертки f2 в ней. Пунктир-

ными линиями изображены необходимые синхронизационные барьеры [79] (за-

прещающие исполнение множества итераций до тех пор, пока не закончилось 

исполнение всех итераций предыдущего множества). 

 

Рис. 8. Различные развертки решетчатого графа и определяемые ими 
множества итераций: а) расщепляющая развертка, б) строгая разверт-

ка. 
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Конец примера 26. 

 

На основе разверток разработан и разрабатывается ряд оптимизирую-

щих/распараллеливающих преобразований программ [79, 74]. Тогда как унимо-

дулярные преобразования [96] программ, обобщающие перестановку [79], ска-

шиание (skewing) [79] и др. преобразования циклов,  применимы только к тесно 

вложенным циклам13, преобразования, основанные на теории разверток, приме-

нимы к произвольно вложенным циклам. Эти преобразования обобщают уни-

модулярные преобразования, а также распределение циклов (loop distribution 

[76]), слияние циклов (fusion [76]) и многие другие [79].  

Развертки могут быть построены как на основе аналитического описания 

решетчатого графа в виде функций [21, 72, 73], так и без этого описания [72, 73, 

79]. Не смотря на упомянутые выше достоинства разверток, решетчатые графы 

имеют свои преимущества перед развертками: 

• функции, описывающие дуги решетчатых графов, часто используются 

для построения разверток [4, 21, 72, 73]; 

• существуют оптимизирующие преобразования, такие как подстановка 

индексных переменных и экспансия массивов (см. 2.3.1, 2.3.2), кото-

рые удобно выполнять с помощью теории решетчатых графов (автору 

не известны алгоритмы выполнения этих преобразований, основанные 

на развертках); 

• при ручной оптимизации программы более удобно исследовать зави-

симости по решетчатому графу, чем по разверткам, т.к., например,  

                                          
13 Гнездо тесно вложенных циклов (или тесное гнездо циклов) – гнездо циклов, в котором 

все операторы, не являющиеся операторами заголовков циклов, содержатся в теле самого 

вложенного цикла. 
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минимальный снизу решетчатый граф потоковой зависимости описы-

вает алгоритм программы. 

Теория разверток и методы их использования развиваются в работах [4, 5, 

34, 63, 79, 80, 81, 74]. Детальное рассмотрение этих методов выходит за рамки 

данной работы. 
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1.3 Основные способы нахождения информационных 

зависимостей 

 

Разработано множество методов получения данных об информационных за-

висимостях в программе. В этом разделе будут рассмотрены наиболее общие и 

часто используемые методы: НОД тест и неравенства Банержи, Омега тест, ме-

тоды П. Фотрье (P. Feautrier) и В.В. Воеводина для построения решетчатых гра-

фов. 

 

11..33..11  ННееррааввееннссттвваа  ББааннеерржжии  ии  ННООДД  ттеесстт  

Неравенства Банержи всегда используются совместно с НОД тестом. С по-

мощью этих методов можно для пары вхождений определить: наличие зависи-

мости, носители (уровни) зависимости, вектор направления зависимости, цик-

лически независимую зависимость. В данной работе будет описана только одна 

разновидность неравенств Банержи [8], об остальных можно узнать, например, 

из [57, 95].  

Введем определение положительной и отрицательной части числа. Пусть 

r-вещественное число. Обозначим через r+ положительную часть числа r, а че-

рез r – - отрицательную часть числа r и приведем формулы для их вычисления: 
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Заметим, что в работах [8] и [95] даются различные определения отрица-

тельной части числа. 
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Рассмотрим два вхождения, зависимость между которыми требуется устано-

вить (или указать на ее отсутствие). Будем нумеровать операторы циклов, и обо-

значать их счетчики так же, как в части 1.1.2 данной работы. 

… 

X(P(I1, I2, …, In1))=… 

… 

…  = X(Q(I1, I2, …, In2)) 

 

Пусть нижняя граница каждого цикла, охватывающего либо вхождение u, 

либо вхождение v, равна 1. Пусть верхняя граница i-го цикла, содержащего 

вхождение u, равна Mi (некоторая константа). Пусть верхняя граница i-го цикла, 

содержащего вхождение v, равна Ni (некоторая константа), при этом Mi=Ni для 

i∈[1, d], где d – количество общих циклов для вхождений u и v. Пусть 

P(I1, I2, …, In1)=a0+∑ ai Ii,    Q(I1, I2, …, In2)=b0+∑ bi Ii . 

Тогда имеет место  

Теорема ([8, с. 101]). Если вхождение v зависит от вхождения u с носителем 

k (1≤k≤d), то выполняются 

(а) НОД-тест: 

НОД(a1−b1, a2−b2, …, ak-1−bk-1, ak, …, a n1, bk, …, bn2) делит без остатка (a0−b0), 

(б) неравенство Банержи: 

−bk−∑(ai−bi)−(Ni −1) − (ak
−+bk)+ (Nk −2) −∑ ai

−(Mi −1) − ∑ bi
+ (Ni −1) ≤ 

 

≤ ∑ bi − ∑ ai  ≤ 

 

≤ −bk+∑(ai−bi)+(Ni −1) + (ak
+−bk)+ (Nk −2) +∑ ai

+(Mi −1) + ∑ bi
− (Ni −1). 

Доказательство теоремы приводится в [8]. 
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v 
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Теорема ([8, с. 102]). Если вхождение v зависит от вхождения u причем, эта 

зависимость является циклически независимой, то выполняются 

(а) НОД-тест: 

НОД(a1−b1, a2−b2, …, ad−bd, ad+1, …, a n1, bd+1, …, bn2) делит без остатка 

(a0−b0), 

(б) неравенство Банержи: 

∑(ai−bi)−(Ni −1) − ∑ ai
−(Mi −1) − ∑ bi

+ (Ni −1) ≤ 

 

≤ ∑ bi − ∑ ai  ≤ 

 

≤ ∑(ai−bi)+(Ni −1) +∑ ai
+(Mi −1) + ∑ bi

− (Ni −1). 

Доказательство теоремы приводится в [8]. 

Заметим, что неравенства Банержи выводятся для вхождений одномерных 

массивов. Для применения данных неравенств к вхождениям многомерных мас-

сивов, необходимы дополнительные аппроксимации [95, с. 174], [59] ухудшаю-

щие точность метода. 

Для нахождения векторов направления зависимости данным, используются 

неравенства Банержи другого вида [95]. 

 

11..33..22  ММееттооддыы  ппооссттррооеенниияя  рреешшееттччааттыыхх  ггррааффоовв  ВВ..  ВВ..  ВВооееввооддииннаа  ии  

ПП..  ФФооттррььее  ((PP..  FFeeaauuttrriieerr))  

Все минимальные решетчатые графы строятся на основе элементарных ре-

шетчатых графов. Поэтому здесь будет детально рассмотрен процесс построе-

ния элементарного решетчатого графа, тем более что знание этого процесса 

существенно потребуется в настоящей работе. Для упрощения изложения, далее 

в этом параграфе будем считать, что рассматриваемые фрагменты программ не 

содержат внешних переменных. 
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i=d+1 
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i=d+1 

n1 
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Пусть вхождение u содержится в гнезде из n циклов, пространство итераций 

которого V1. Вхождение v – в гнезде из m циклов, пространство итераций кото-

рого V2. Пусть оператор, содержащий вхождение u находится раньше по тексту 

программы, чем оператор, содержащий вхождение v. Обозначим через P(I) век-

тор, координатами которого являются индексы вхождения u, через Q(J) – вектор 

индексов вхождения v. 

Рассмотрим задачу построения элементарного решетчатого графа [21, c. 

364], [70], описывающего зависимость вхождения v от вхождения u. Зафиксиру-

ем некоторую вершину J∈V2. Чтобы из вершины I∈V1 выходила дуга в вершину 

J∈V2, необходимо выполнение условий: 

P(I) = Q(J).       (2) 

I∈V1, J∈V2,       (3) 

I ≤ lex J        (4) 

 

Система (2) при условиях (3), (4) может иметь не единственное решение. На 

множестве всевозможных решений I из (2), (3), (4) нужно найти то решение I0, 

которое является лексикографически максимальным (lex.max). Такое решение 

 

    I0=lex.max I       (5) 

 

является единственным. 

Задача (2) – (5) является целочисленной, т.к. целочисленными являются век-

торы I и J. Решение I0= I0(J) задачи (2) – (5) зависит от вектора счетчиков цик-

лов J. 

Для того чтобы решить указанную задачу, сначала нужно свести условия (2), 

(3), (4) к совокупности систем линейных неравенств. Условия P(I) = Q(J) и 

I∈V1, J∈V2 сводятся к системе линейных неравенств как обычно в линейном 
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программировании. Рассмотрим подробно, как сводится к совокупности систем 

линейных неравенств условие I ≤ lex J.  

Пусть два указанных вхождения u и v имеют d общих циклов. Системы 

неравенств, к которым сводится условие I ≤ lex J, называются альтернативными 

многогранниками [21, c. 365]. Первая из этих систем имеет следующий вид: 

 

I1 = J1; 

I2 = J2;        (6) 

… 

Id = Jd. 

 

и рассматривается только в случае, если оператор, содержащий вхождение u 

находится раньше по тексту программы, чем оператор, содержащий вхождение 

v. Все остальные альтернативные многогранники рассматриваются во всех слу-

чаях. Второй многогранник имеет вид: 

 

I1 = J1; 

I2 = J2;        (7) 

… 

Id < Jd . 

 

В каждом следующем многограннике количество равенств уменьшается на 

единицу, неравенство всегда одно. Последний многогранник будет таким: 

 

    I1 < J1        (8) 

 

Занумеруем все альтернативные многогранники. Пусть количество равенств 

в системе, описывающей некоторый альтернативный многогранник, равно m. 
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Тогда номер этого многогранника положим равным m+1. Заметим, что номера 

альтернативных многогранников изменяются от 1 до d+1. По построению, лю-

бая точка I любого альтернативного многогранника удовлетворяет условию 

I ≤lex J. Лексикографически ближе к J будет та точка, которая находится в аль-

тернативном многограннике с большим номером [21, c. 366]. 

Подчеркнем, что если в решетчатом графе существует дуга из вершины I в 

вершину J, то компоненты указанных векторов удовлетворяют соотношениям 

(2), (3) и одной из систем линейных неравенств, определяющей некоторый аль-

тернативный многогранник. 

Задача (2) – (5) решается по следующей схеме. Организуется цикл, со счет-

чиком по k, в котором выполняются нижеследующие действия, причем, если 

оператор, содержащий вхождение u находится по тексту программы раньше, 

чем оператор, содержащий вхождение v, то k изменяется от d+1 до 1, иначе k 

изменяется от d до 1: 

1. Система (2) и условия (3) сводятся к системе линейных неравенств, к ко-

торой дописывается набор линейных неравенств, определяющих альтер-

нативный многогранник с номером k. В полученной системе есть набор 

неизвестных – компоненты вектора I, и набор параметров – компоненты 

вектора J.  

2. Далее во множестве решений указанной системы находится лексикогра-

фический максимум относительно неизвестных либо с помощью теории 

матриц с L-свойством [21, 25], либо с помощью метода параметрического 

целочисленного программирования14 [70].  

                                          
14 в основе метода параметрического целочисленного программирования [70] лежит 

двойственный симплекс метод [39]. В работе [70], П. Фотрье параметризовал этот метод вме-

сте с методом отсечений Гомори [39], который обеспечивает целочисленность получаемых 

решений.  
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3. Если лексикографический максимум найден, то выписываются функции, 

определяющие дуги решетчатого графа, и области их определения [21, 

70]. Вычтем из V2 объединение областей определения только что постро-

енных функций. Если полученное множество V2 пусто, то алгоритм закан-

чивается. Иначе уменьшить k на единицу и перейти на пункт 1. 

Таким образом, из алгоритма построения решетчатого графа видно, что ка-

ждой функции Fk можно поставить в соответствие единственный номер s аль-

тернативного многогранника, который использовался при ее построении. Сис-

теме неравенств, которая определяет альтернативный многогранник с номером 

s, будут удовлетворять компоненты каждой пары векторов (I, J), для которой 

выполняется I=Fk(J). Этот факт используется при определении ParDo циклов в 

программе (см. 2.1). 

 

11..33..33  ООммееггаа  ТТеесстт  

Омега тест – точный метод нахождения информационных зависимостей в 

программе. Изначально этот метод, решая систему (2) – (4), позволял точно ука-

зывать, существует ли информационная зависимость между двумя вхождения-

ми [89]. Для решения задачи (2) – (4), авторы Омега теста расширили метод ис-

ключений Фурье-Моцкина [39] до линейного целочисленного программирования 

[89]. Затем авторы показали, как можно использовать Омега тест для нахожде-

ния различных представлений информационной зависимости по значению [91]. 

После этого, Омега тест был еще усовершенствован до возможности построения 

решетчатых графов [92]. 

 

11..33..44  ССррааввннееннииее  ммееттооддоовв  ннааххоожжддеенниияя  ииннффооррммааццииоонннныыхх  ззааввииссииммооссттеейй  

Одной из важнейших характеристик метода является сложность. Сразу от-

метим, что все задачи нахождения информационных зависимостей любых пред-
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ставлений эквиваленты задаче определения существования целочисленного ре-

шения системы линейных неравенств [21, 70, 89]. Последняя задача – задача 

линейного целочисленного программирования – является NP-полной [39]. По-

этому все точные методы нахождения информационных зависимостей являют-

ся экспоненциальными (относительно максимальной из глубин вложенности 

гнезд циклов, содержащих зависимые вхождения). 

 

1.3.4.1 Неравенства Банержи и точные методы 

В этом разделе будет дано сравнение приближенных методов, основанных 

на неравенствах Банержи и НОД тесте, с точными методами П. Фотрье и Омега 

тестом. Будем предполагать, что эти методы используются на этапе компиляции 

распараллеливаемой программы. Сравнение этих методов, в зависимости от 

способа их использования – на этапе компиляции или на этапе выполнения про-

граммы – приводится в [88]. 

Методы нахождения информационных зависимостей, основанные на нера-

венствах Банержи и НОД тесте, используются, например, в компиляторах [3, 87, 

84, 103] (наряду с другими методами анализа зависимостей). Указанные методы 

имеют следующие достоинства: 

1. линейная сложность (в отличие от точных методов); 

2. простота программной реализации; 

3. хорошее поведение на практике: нетривиальной является задача поиска 

примера, в котором неравенства Банержи и НОД тест неправильно опре-

деляют вектор направления зависимости и, особенно, неправильно опре-

деляют наличие зависимости. 

Теперь рассмотрим минусы данных методов, по сравнению с точными мето-

дами. Сразу можно сказать, что в отличие от указанных точных методов, нера-

венства Банержи и НОД тест не применимы ко всем программам из линейного 
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класса. С помощью этих методов можно обработать случаи с внешними пере-

менными в индексных выражениях или границах циклов только в узком классе 

программ [95]. Кроме этого, неравенства Банержи и НОД тест никак не учиты-

вают условные операторы.  

Можно привести примеры программ, где анализ с помощью этих методов 

проигрывает по сравнению с точными методами. Эти примеры представлены в 

оставшейся части данного пункта. 

Устранение ложных зависимостей. 

С помощью неравенств Банержи и НОД теста нельзя находить представления 

информационной зависимости по значению. В частности, с помощью этого ме-

тода невозможно устранять ложные зависимости в программе (например, во 

фрагменте программы примера 10).  

Точность анализа информационных зависимостей. 

Методы, основанные на неравенстве Банержи и НОД тесте, не являются точны-

ми: теоремы, описанные в пункте 1.3.1, дают только необходимые условия. Та-

ким образом, если выполняются неравенства Банержи и НОД тест, то нужно 

предполагать существование информационной зависимости или определенного 

вектора направления зависимости (носителя зависимости), что может быть не-

верно.  

Случай неконстантных границ операторов циклов. 

Неравенства Банержи [8, 95] разработаны для циклов с известными кон-

стантными границами. Если граница цикла есть функция от счетчиков внешних 

циклов, то нужно использовать тесты Банержи специального вида [57, c. 104-

105]. В противном случае, при использовании тестов Банержи [8, 95] нужно ап-

проксимировать все границы константами. После такой аппроксимации факти-

чески будет проверяться наличие информационной зависимости в цикле, про-

странство итераций которого больше, чем у исходного цикла. 
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Пример 27. Неравенства Банержи и НОД тест показывают наличие зависимости 

в следующем треугольном цикле L, хотя этой зависимости не существует. 

for(i=1; i<=5; i++) 

for(j=i; j<=5; j++)  

 a[i][j] = a[j][i] + b[i][j]; 

Рассмотрим рисунок 9 (стр. 81). На этом рисунке изображен решетчатый 

граф зависимости вхождения a[j][i] от a[i][j], но в гнезде циклов примера 31 

(стр. 80). Рассматриваемое гнездо циклов L отличается от гнезда циклов приме-

ра 31 только пространством итераций. Пространство итераций гнезда L – мно-

жество N1 – является подмножеством пространства итераций гнезда циклов в 

примере 31.  

Заметим, что указанный решетчатый граф, кроме информационной зависи-

мости по значению, описывает также и просто информационную зависимость (в 

данном примере нет перезаписей одних и тех же ячеек). Все дуги этого графа 

идут только из множества N1 во множество N2. Т.к итерационное пространство 

гнезда циклов L есть множество N1, то решетчатый граф зависимости a[j][i] от 

a[i][j] для гнезда L не имеет дуг. Следовательно, в гнезде L нет потоковой зави-

симости вхождения a[j][i] от a[i][j]. 

Конец примера 27. 

 

Далее в этом пункте все границы операторов циклов будут известными кон-

стантами, чтобы устранить из рассмотрения неточность неравенств Банержи [8, 

95], описанную выше. 

Случай анализа зависимости между вхождениями многомерных массивов. 

Неравенства Банержи и НОД тест разработаны для анализа зависимости ме-

жду вхождениями одномерных массивов. Если наличие зависимости требуется 
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проверить между вхождениями массивов размерности больше 1, то нужно либо 

производить линеаризацию массивов15 [95, с. 174], [59] либо, последовательно 

перебирая все размерности массива, применять неравенства Банержи и НОД 

тест отдельно к каждой паре индексных выражений соответствующих размер-

ностей [95, с. 174]. Последние аппроксимации могут привести к тому, что в ме-

тоде будет проверяться существование решения у системы с меньшим рангом, 

чем у исходной. У системы с меньшим рангом решений больше, чем у системы 

с большим рангом. Таким образом, может возникнуть следующая ситуация: у 

исходной системы не было решений, а у аппроксимированной системы с мень-

шим рангом решения появились. Последнее приведет к тому, что метод оши-

бочно определит наличие информационной зависимости. 

 

Пример 28. НОД тест и неравенства Банержи ошибочно определяют наличие 

потоковой зависимости в следующем фрагменте программы. 

int a[100][100], i, b[100], c[100]; 

for(i=1; i<99; i++) 

 a[i+1][i] = b[i] * a[i][100-i] + c[i]; 

Неравенства Банержи и НОД тест показывают, что в указанном фрагменте 

программы имеется потоковая зависимость вхождения a[i][100-i] от a[i+1][i]. 

Любой точный тест покажет, что потоковой зависимости a[i][100-i] от a[i+1][i] – 

нет. 

Рассмотрим причину, вследствие которой неравенства Банержи и НОД тест  

показывают наличие потоковой зависимости. Как указывалось ранее, при про-

                                          
15 линеаризация массива – аппроксимация нескольких индексных выражений массива 

одним выражением. 
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верке зависимости между вхождениями двумерного массива а данным методом, 

необходимо воспользоваться одной из аппроксимаций:  

1. индексные выражения двумерного вхождения массива а заменить одним 

индексным выражением (линеаризация массива16 [95]); 

2. в процессе анализа зависимости, проверять отдельно каждую пару ин-

дексных выражений, соответствующую одной и той же размерности вхождений 

массивов. 

Рассмотрим сначала случай аппроксимации индексных выражений двумер-

ного массива одним выражением. После описанной аппроксимации, тесты бу-

дут проверять, существует ли решение уравнения: (100+1)*i1+100=(100-

1)*i2+100. В этом случае, неравенства Банержи покажут, что зависимость есть 

т.к. существует вещественное решение указанного уравнения в пространстве 

итераций. НОД тест покажет, что целое решение этого уравнения есть (т.к. 

НОД(100+1, 100-1) поделит нацело любое число). Таким образом, будет сделан 

вывод, что имеется целое решение указанного уравнения в пространстве итера-

ций, что не так. 

Если рассматривать отдельно каждую пару индексных выражений, то снача-

ла будет проверяться наличие решения в пространстве итераций уравнения 

i1+1=i2. Затем будет проверяться существование решения уравнения i1=100-i2. У 

каждого из этих уравнений существуют решения в пространстве итераций (это 

же укажут НОД тест и неравенства Банержи). Из этого будет сделан вывод о 

наличии зависимости, что неверно. 

Конец примера 28. 

 

                                          
16 в некоторых случаях для определения зависимости используют обратный процесс – де-

линеаризацию массива [82]. 
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Пример 29. НОД тест и неравенства Банержи ошибочно определяют нали-

чие потоковой зависимости между вхождениями, имеющими тип индексных 

выражений отличный от рассмотренного в примере 28. 

int a[100][100]; 

for(i=1; i<50 ; i++) 

for(j=1; j<50 ; j++) 

{ a[i+j][i+j] = …; 

   …      = a[i+j][j]… 

} 

Здесь нет потоковой зависимости a[i+j][j] от a[i+j][i+j], но неравенства Ба-

нержи и НОД тест определят ее. 

Конец примера 29. 

 

Пример 30. Демонстрируется случай, когда при анализе эквивалентности 

преобразования «перестановка циклов» [8, 26, 57] НОД тест и неравенства Ба-

нержи запрещают либо разрешают выполнять это преобразование, в зависимо-

сти от способа аппроксимации индексных выражений двумерных массивов. Ес-

ли для тех же целей используется точный алгоритм, то будет показано, что пре-

образование эквивалентно и может быть выполнено. 
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int a[10][10], i, b[10][10]; 

for(i=1; i<10; i++) 

for(j=1; j<10; j++) 

 a[i][j] = a[i-1][j] + b[i][j]; 

 

Заголовки циклов можно переставлять только в том случае, если не сущест-

вует пар итераций (i1, j1) и (i2, j2), для которых выполняется: 

1.  i1 < i2  и j1 > j2            (9) 

2.  а[i1][j1] и а[i2 -1][j2] обращаются к одной ячейке памяти, т.е. выпол-

няются равенства: i1=(i2 -1) и j1=j2. 

Обоснование можно посмотреть в [8]. 

Очевидно, что таких пар итераций нет и в указанном гнезде можно пере-

ставлять заголовки циклов. Анализ с помощью любого точного метода устанав-

ливает этот факт.  

Для того чтобы можно было провести анализ возможности перестановки с 

помощью неравенства Банержи и НОД теста нужно применить один из вариан-

тов аппроксимации двух индексных выражений вхождений массивов одним вы-

ражением. Если для указанных целей использовать линеаризацию массива, то 

Банержи и НОД запретят переставлять циклы. Дело в том, что после линеариза-

ции, тест Банержи будет проверять наличие вещественного решения уравнения: 

10* i1 + j1 = 10* i2 – 10 + j2, для неизвестных которого выполняется условие (9). 

Такие решения существуют, например: 

i1 =1.1 <  2.5 = i2 

j1 = 8   >  4 = j2 . 

Вещественные решения существуют и неравенства Банержи запрещают пе-

рестановку циклов. Но запрещает перестановку наличие только целых решений. 
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Если вместо линеаризации массивов проверять неравенства Банержи от-

дельно для каждой пары индексных выражений, соответствующей одной и той 

же размерности вхождений массивов, то будет построен вектор направления 

зависимости (<, =). Последний вектор не запрещает перестановку циклов. В 

данном случае оказалось, что выгоднее проверять неравенства Банержи отдель-

но для каждой пары индексных выражений вместо линеаризации массивов. 

М. Вольф и У. Банержи высказывают предположение, что при анализе зави-

симости между вхождениями многомерных массивов лучше всего проверять 

неравенства Банержи и НОД тест отдельно для каждой пары индексных выра-

жений, соответствующих одной и той же размерности. А если имеется возмож-

ность, то вместе с этим применять НОД тест для линеаризованных индексных 

выражений рассматриваемых вхождений [95, c. 177]. Данный пример подкреп-

ляет предположение М. Вольф и У. Банержи. 

Конец примера 30. 

 

Пример 31. Демонстрируется случай, когда анализ на основе НОД теста и нера-

венств Банержи ошибочно запрещает одновременное исполнение итераций 

внутреннего цикла. 

Рассмотрим фрагмент программы:  

for(i=1; i<=5; i++) 

for(j=1; j<=5; j++) 

 a[i][j]=a[j][i]+b[i][j]; 

Если анализировать указанный фрагмент с помощью носителей зависимо-

сти, построенных на основе неравенств Банержи с использованием линеариза-

ции, то зависимость a[j][i] от a[i][j] будет иметь носители 1 и 2. Тот же резуль-

тат будет получен, если применить неравенства Банержи отдельно для каждой 
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пары индексных выражений, соответствующих одной размерности. Из указан-

ных результатов двух различных вариантов использования неравенств Банержи 

следует один вывод: ни внешний, ни внутренний цикл выполнять параллельно 

нельзя.  

Теперь проанализируем этот фрагмент с помощью решетчатого графа, опи-

сывающего потоковую зависимость a[j][i] от a[i][j] (решетчатый граф оставшей-

ся зависимости в этом цикле – антизависимости a[i][j] от a[j][i] – имеет точно 

такой же вид). Этот граф изображен на рисунке 9. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 9. Решетчатый граф, описывающий зависимость 
a(j, i) от a(i, j). 

 

Из рисунка 9 видно, что итерации внешнего цикла выполнять одновременно 

нельзя т.к. существуют такие итерации цикла по «i», на которых используются 

значения, вычисленные на предыдущих итерациях этого же цикла. Но, на каж-

дой конкретной итерации цикла по «i», итерации цикла по «j» могут быть вы-

полнены в любом порядке, в том числе и одновременно. Таким образом, анализ 

на основе решетчатых графов показывает, что итерации внутреннего цикла вы-

полнять одновременно можно. 
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Конец примера 31. 

 

1.3.4.2 Метод В.В. Воеводина, метод П. Фотрье и Омега тест 

Сравним сначала метод В.В. Воеводина и метод П. Фотрье. 

1. Метод П. Фотрье позволяет точно строить решетчатые графы для всех про-

грамм из линейного класса. Метод В. В. Воеводина [21, 23, 24, 25] не позволяет 

точно строить решетчатые графы во всем линейном классе программ: в частно-

сти, с помощью данного метода нельзя точно построить функцию, описываю-

щую дуги решетчатого графа фрагмента программы примера 25. С помощью 

этого метода можно построить систему покрывающих функций для графа, ко-

торая в общем случае, может описывать дуг больше, чем имеется в этом графе. 

Отметим, что метод [21, 23, 24, 25] строит функции, точно описывающие дуги 

решетчатого графа, если дуги этого решетчатого графа могут быть точно описа-

ны функциями, удовлетворяющими условиям C.1) – C.3) (см. пункт 1.2.2.4). 

Алгоритм В. В. Воеводина не является точным во всем линейном классе про-

грамм потому, что при нахождении лексикографического максимума в области, 

заданной системой линейных неравенств, в этом алгоритме отсутствует часть, 

которая бы отвечала за целочисленность найденного решения [21, с. 368].  

2. Теоретически, оба метода являются экспоненциальными. Однако сравнивать 

их по сложности не совсем корректно, т.к. эти алгоритмы решают разные зада-

чи. Отметим также, что если в методе П. Фотрье не использовать параметризи-

рованный метод отсечений, с помощью которого обеспечивается целочислен-

ность решений, то этим методом можно получать тот же результат, что и мето-

дом В. В. Воеводина [21, 23, 24, 25]. 

3. Метод В. В. Воеводина выдает результат в виде набора функций и их облас-

тей определения. Метод П. Фотрье выдает результат, в общем случае, в виде 
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квазиаффинного дерева решений [70, 71]. Имея квазиаффинное дерево решений 

можно легко перейти к набору функций и их областям определения.   

Сравним теперь метод П. Фотрье и Омега тест. 

1. Оба метода являются точными для всех программ из линейного класса. 

2. Оба метода являются экспоненциальными (относительно максимальной из 

глубин вложенности гнезд циклов, содержащих зависимые вхождения). 

3. Если Омега тест использовать для построения решетчатого графа, то форма 

результата [92] будет принципиально отличаться от той, которая выдается ме-

тодом П. Фотрье (или В. В. Воеводина). Результат, выдаваемый Омега тестом, 

не содержит явного описания функций, которые описывают дуги решетчатого 

графа [92]. Поэтому, по мнению автора данной работы, использование Омега 

теста для построения решетчатых графов не является удобным и не получило 

широкого распространения. 
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2 АНАЛИЗ И ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПРОГРАММ, ОСНОВАННЫЕ НА 
РЕШЕТЧАТОМ ГРАФЕ 
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2.1 Автоматическое распознавание ParDo циклов в программе 

 

В данном параграфе предлагается новый метод распознавания циклов ParDo 

[21] в программе, основанный на теории и методах построения решетчатых 

графов. Циклы, обладающие свойством ParDo, часто приходится определять 

при распараллеливании программ. Если цикл обладает таким свойством, то все 

его итерации можно выполнять в любом порядке, в том числе и одновременно 

[21]. 

Способы распознавания ParDo циклов рассматривались в [8, 21, 95]. Предла-

гаемый в данной главе метод позволяет во множестве программ из линейного 

класса определить большее количество ParDo циклов, чем указанные методы [8, 

21, 95]. Он основан на необходимых и достаточных условиях, которые доказы-

ваются в настоящей работе на основе теории решетчатых графов. Причем, этот 

метод удобен в использовании при автоматическом распараллеливании. Мето-

ды [8, 95] используют более грубые абстракции информациионной зависимости, 

чем решетчатый граф. Кроме этого, используемые в [8, 95] неравенства Банер-

жи предоставляют только достаточные условия. В работе [21, параграф 6.7] 

предлагается метод, так же основанный на теории решетчатых графов. Однако 

не доказывается, что функции, описывающие дуги решетчатого графа, строятся 

алгоритмом [21, параграф 6.5-6.6] в том виде, в котором утверждение 6.11 этой 

книги предоставляет и необходимые условия (помимо достаточных). 

Более детально отличия предлагаемого метода от методов [8, 21, 95] будут 

описаны в 2.1.6. 

В настоящее время предлагаемый метод определения ParDo циклов исполь-

зуется в Открытой распараллеливающей системе. 
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22..11..11  ООппррееддееллееннииее  PPaarrDDoo  ццииккллаа  ппоо  рреешшееттччааттооммуу  ггррааффуу  

На основании критерия, предложенного в [21, c. 374, утверждение 6.10], 

можно сформулировать следующее 

Определение. (Цикл ParDo по решетчатому графу G.) Пусть G –

минимальный решетчатый граф фрагмента программы. Пусть цикл L находится 

на глубине вложенности k в некотором гнезде циклов данного фрагмента. Цикл 

L будем называть циклом ParDo по графу G, если в графе G не существует вер-

шин I=(I1, I2, …, In1)∈Vi и J=(J1, J2, …, Jn2)∈Vj, для которых одновременно вы-

полняются условия: 

1. Il = Jl, для всех l∈[1, k-1]; 

2. Ik < Jk; 

3. решетчатый граф G содержит дугу, идущую из вершины I в вершину J; 

4. операторы Stmti и Stmtj, опорные пространства которых есть Vi и Vj соот-

ветственно, содержатся в цикле L. 

 

Пример 32. Рассмотрим двумерное гнездо циклов примера 31. Минималь-

ный решетчатый граф потоковой зависимости для данного фрагмента изобра-

жен на рисунке 9. Для данного фрагмента программы пространство Vi совпадает 

с Vj и совпадает с итерационным пространством двумерного гнезда циклов. Со-

ответственно, оператор Stmti совпадает с оператором Stmtj и содержится в обоих 

рассматриваемых циклах. 

Рассмотрим внешний цикл. Его глубина вложенности равна 1. В графе G 

существует дуга из вершины I=(I1, I2) в вершину J=(J1, J2), для которой выпол-

няется I1<J1 (рис. 9). Следовательно, цикл, находящийся на глубине вложенно-

сти 1 рассматриваемого гнезда (цикл со счетчиком «i»), не является циклом 

ParDo по графу G. Заметим, что данная потоковая зависимость действительно 

запрещает одновременное исполнение итераций цикла со счетчиком «i» (см. 

пример 31). 
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Рассмотрим внутренний цикл. Его глубина вложенности равна 2. В графе G 

НЕ существует дуги из вершины I=(I1, I2) в вершину J=(J1, J2), для которой вы-

полняется I1=J1 и I2<J2 (рис. 9). Следовательно, цикл, находящийся на глубине 

вложенности 2 рассматриваемого гнезда (цикл со счетчиком «j»), является цик-

лом ParDo по графу G. Заметим, что рассматриваемая потоковая зависимость не 

запрещает одновременное исполнение итераций цикла со счетчиком «j». Для 

принятия решения о том, можно ли исполнять итерации данного цикла одно-

временно, нужно рассмотреть и другие типы зависимостей в данном гнезде. 

Конец примера 32. 

 

Для упрощения изложения и повышения читабельности, далее в пунктах 

2.1.2, 2.1.3, 2.1.4 будем считать, что рассматриваемые фрагменты программ не 

содержат внешних переменных. Случай, когда фрагмент программы содержит 

внешние переменные, будет рассмотрен отдельно в пункте 2.1.5. 

 

22..11..22  РРаассппооззннааввааннииее  PPaarrDDoo  ццииккллоовв  ппоо  рреешшееттччааттооммуу  ггррааффуу..  ССввяяззьь  

ммеежжддуу  ммииннииммааллььнныыммии  рреешшееттччааттыыммии  ггррааффааммии  ии  ннооссииттеелляяммии  

ззааввииссииммооссттии  ппоо  ззннааччееннииюю  

Утверждение 3. Пусть имеется минимальный решетчатый граф G фрагмен-

та программы. Тогда для решетчатого графа G следующие условия А и Б экви-

валентны: 

А. В наборе функций, описывающих дуги графа G, существует функция F, 

которая удовлетворяет следующим условиям: 

1. дуги графа G, определяемые функцией F, описывают зависимость некото-

рого вхождения v∈Stmti от другого вхождения u∈Stmtj; опорные простран-

ства операторов Stmti и Stmtj есть Vi и Vj соответственно; 
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2. при построении функции F использовался альтернативный многогранник с 

номером s. 

Б. В решетчатом графе G существуют вершины I=(I1, I2, …, In1)∈Vi и J=(J1, 

J2, …, Jn2)∈Vj, для которых выполняются условия: 

1. Il = Jl, для всех l∈[1, s-1];       (10) 

2. Is < Js; 

3. решетчатый граф G содержит дугу, идущую из вершины I в вершину J; 

Доказательство следует из алгоритма построения минимального решетчато-

го графа и способа нумерации альтернативных многогранников (пункт 1.3.2). 

 

Утверждение 4. Пусть G – минимальный решетчатый граф фрагмента про-

граммы. Пусть цикл L находится на глубине вложенности k в некотором гнезде 

циклов данного фрагмента. Цикл L является циклом ParDo по графу G тогда и 

только тогда, когда в наборе функций, описывающих дуги графа G, не сущест-

вует функции F,  для которой одновременно выполняются следующие условия: 

1. дуги графа G, определяемые функцией F, описывают зависимость между 

вхождениями, находящимися в теле цикла L; 

2. при построении функции F использовался альтернативный многогранник с 

номером k. 

Доказательство следует из утверждения 3 и определения цикла ParDo. 

 

Пример 33. Рассмотрим двумерное гнездо циклов примера 31. Все дуги ми-

нимального решетчатого графа G потоковой зависимости описываются единст-

венной функцией F1(i, j)=(j, i), область определения которой – множество N2 оп-

ределяется неравенствами: i≤5, j≥1, i>j. Нетрудно видеть, что для всех вершин 

I=(I1, I2) и J=(J1, J2) таких, что в графе G существует дуга из I в J, выполняется 

I1<J1  (рис. 9). Следовательно, при построении функции F1, использовался аль-
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тернативный многогранник с номером 1. Из утверждения 4 следует, что цикл, 

находящийся на глубине вложенности 1, не является циклом ParDo по графу G. 

Т.к. функция F1 описывает все дуги графа G, то можно констатировать, что 

не существует функций, описывающих дуги графа G, при построении которых 

использовался альтернативный многогранник номер 2. Следовательно, по ут-

верждению 4, цикл, находящийся на глубине вложенности 2, является циклом 

ParDo по графу G. 

Конец примера 33. 

 

Следствие 1. (Связь между минимальными решетчатыми графами и носите-

лями зависимости по значению.) Пусть минимальный решетчатый граф G опи-

сывает зависимость по значению некоторого типа в программе. Пусть вхожде-

ния u и v имеют d общих циклов. Вхождение u зависит по значению от вхожде-

ния v с носителем k (1≤k≤d) тогда и только тогда, когда в наборе функций, опи-

сывающих дуги графа G, существует функция F, для которой выполняется: 

1. дуги графа G, определяемые функцией F, описывают зависимость вхожде-

ния u от вхождения v; 

2. при построении функции F использовался альтернативный многогранник с 

номером k. 

Зависимость по значению u от v является циклически независимой тогда и 

только тогда, когда в наборе функций, описывающих дуги графа G, существует 

функция F, для которой выполняется: 

1. дуги графа G, определяемые функцией F, описывают зависимость вхожде-

ния u от вхождения v; 

2. при построении функции F использовался альтернативный многогранник с 

номером d+1. 

Доказательство следует из утверждения 3, определения носителя зависимо-

сти по значению и циклически независимой зависимости по значению. 
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22..11..33  ООппррееддееллееннииее  PPaarrDDoo  ццииккллоовв  ии  иихх  ссввяяззьь  сс  PPaarrDDoo  ццииккллааммии  ппоо  

рреешшееттччааттооммуу  ггррааффуу  

В предыдущих пунктах было предложено определение цикла ParDo по ми-

нимальному решетчатому графу, а также необходимые и достаточные условия, 

позволяющие определять такие циклы. Но, если цикл является циклом ParDo по 

одному какому-либо графу, то из этого еще не следует, что итерации данного 

цикла можно исполнять одновременно. Для того чтобы определить, можно ли 

итерации некоторого цикла исполнять одновременно, необходимо рассмотреть 

три минимальных решетчатых графа: потоковой, анти- и выходной зависимо-

сти. Кроме этого, встает дополнительный вопрос о том, какие из минимальных 

решетчатых графов нужно использовать: минимальные снизу или сверху. Авто-

ры работы [21] не указывают явно нужные минимальные графы. Этот вопрос 

будет рассмотрен в настоящем пункте. 

Для начала, рассмотрим 

 

Пример 34.  

Рассмотрим программный цикл примера 20 (стр. 49). В этом цикле имеется 

антизависимость вхождения v от вхождений u1, u2. Так как других зависимо-

стей в рассматриваемом цикле нет, то только указанная антизависимость может 

повлиять на возможность одновременного исполнения итераций данного цикла.  

Из рисунка 5.а видно, что рассматриваемый цикл является циклом ParDo по 

минимальному снизу решетчатому графу антизависимости G. Из рисунка 5.б 

видно, что рассматриваемый цикл НЕ является циклом ParDo по минимальному 

сверху решетчатому графу антизависимости⎯G, т.к. существуют дуги из i1 в i2, 

для которых выполняется: i1<i2. Эти дуги появляются из-за антизависимости 
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вхождения v от вхождения u1, которая действительно запрещает одновременное 

исполнение итераций. 

Конец примера 34. 

 

Определение. Пусть G – решетчатый граф, полученный объединением ми-

нимальных решетчатых графов, описывающих потоковую, анти- и выходную 

зависимость по значению, а именно: минимального снизу решетчатого графа 

потоковой зависимости, минимального сверху графа антизависимости, мини-

мального снизу или сверху графа выходной зависимости. Цикл, являющийся 

ParDo циклом по решетчатому графу G, будем называть ParDo циклом. 

Утверждение 5. Все итерации ParDo цикла могут быть исполнены в любом 

порядке, в том числе и одновременно. 

 Доказательство. Итерации цикла могут исполняться независимо (одновре-

менно), если не существует итерации внешних циклов, на которой в рассматри-

ваемом цикле на разных итерациях: 

• либо сначала записывается значение в память, которое затем использует-

ся; 

• либо сначала используется значение, на место которого затем записывает-

ся новое; 

• либо перезаписывается одно и тоже значение. 

Пусть цикл L является ParDo циклом. Тогда в пространстве итераций гнезда 

циклов, содержащего цикл L, нет итераций I, J для которых одновременно вы-

полняются условия: 

1. координаты векторов I, J, соответствующие внешним относительно L цик-

лам, совпадают; 

2. координаты векторов I, J, соответствующие циклу L, различны; 

3. существуют вхождения u и v, которые на итерациях I, J обращаются к од-

ной и той же ячейке памяти, причем между этими обращениями общая 
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ячейка не перезаписывается (т.е. на этих итерациях вхождения u и v опе-

рируют с одним и тем же значением); 

4. как минимум одно из вхождений u, v является генератором. 

Следовательно, все итерации цикла L могут быть исполнены в любом по-

рядке, в том числе и одновременно. Последний вывод завершает доказательст-

во. 

 

Пример 35. Вернемся к рассмотрению двумерного гнезда циклов примера 

31. Как было показано в примере 32, внутренний цикл является циклом ParDo 

по минимальному снизу решетчатому графу потоковой зависимости. Заметим, 

что в данном фрагменте программы минимальный снизу решетчатый граф по-

токовой зависимости совпадает с минимальным сверху решетчатым графом ан-

тизависимости. Минимальные решетчатые графы выходной зависимости вооб-

ще не содержат дуг. Из вышесказанного следует, что внутренний цикл является 

циклом ParDo по определению. Следовательно, по утверждению 5, итерации 

внутреннего цикла могут быть исполнены в любом порядке, в том числе и од-

новременно. 

Конец примера 35. 

 

Отметим, что свойство цикла ParDo по минимальному решетчатому графу, 

описывающему входную зависимость по значению, помогает определять циклы, 

удобные для эффективной реализации на многопроцессорных системах с рас-

пределенной памятью [21, с. 375]. 

 

22..11..44  ААллггооррииттмм  рраассппооззннаавваанниияя  PPaarrDDoo  ццииккллоовв  вв  ппррооггррааммммее  

Резюмируя все вышесказанное, можно привести следующий алгоритм опре-

деления ParDo циклов. 
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Алгоритм определения ParDo циклов в произвольном гнезде:  

1. Для рассматриваемого гнезда циклов строим минимальные решетчатые 

графы, описывающие потоковую, анти- и выходную зависимость по зна-

чению. 

2. Обрабатываем каждую функцию F, описывающую дуги одного из постро-

енных графов: 

• будем считать, что общие циклы для пары вхождений, которые опреде-

ляют дуги описываемые функцией F, занумерованы от 1 в порядке вло-

женности, начиная с самого внешнего; 

• если при построении функции F использовался альтернативный много-

гранник с номером k, то пометим цикл с номером k как DoSeq; эта метка 

означает, что итерации цикла исполнять одновременно нельзя. 

3. Все циклы, которые не были помечены как DoSeq, являются ParDo цикла-

ми. 

 

22..11..55  ЦЦииккллыы  PPaarrDDoo  ии  ввннеешшннииее  ппееррееммеенннныыее  

Пусть минимальный решетчатый граф G фрагмента программы описывает, в 

частности, зависимость вхождения v от вхождения u. Пусть индексные выраже-

ния и описания опорных пространств этих вхождений содержат внешние пере-

менные. Пусть эти внешние переменные упорядочены в векторе N. Тогда мно-

жество вершин и множество дуг графа G зависят от вектора внешних перемен-

ных N. В частности, существование множества дуг графа G, вследствие которо-

го некоторый цикл не обладает свойством ParDo по графу G, зависит от вектора 

внешних переменных N. Таким образом, свойство ParDo по решетчатому графу 

G некоторого цикла, содержащего вхождения u и v, зависит от значения вектора 

внешних переменных N. Заметим, что если вершины и дуги решетчатого графа 

зависят от вектора внешних переменных N, то область определения каждой 
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функции, описывающей дуги этого графа, также будет зависеть от N [21, 70, 

71]. Резюмируя все вышесказанное, можно сформулировать 

Утверждение 6. Пусть G – минимальный решетчатый граф фрагмента про-

граммы. Пусть цикл L находится на глубине вложенности k в некотором гнезде 

циклов данного фрагмента. Цикл L является циклом ParDo по графу G для зна-

чения вектора внешних переменных N′ тогда и только тогда, когда в наборе 

функций, описывающих дуги графа G, не существует функции F, для которой 

одновременно выполняются следующие условия: 

1. дуги графа G, определяемые функцией F, описывают зависимость между 

вхождениями, находящимися в теле цикла L; 

2. при построении функции F  использовался альтернативный многогранник 

с номером k; 

3. область определения функции F не пуста при значении вектора внешних 

переменных N′. 

Доказательство следует из утверждения 4 и определения цикла ParDo по гра-

фу G. 

Условия для значений вектора N, при которых область определения функции 

F не пуста, можно получить, например, исключив из описания этой области пе-

ременные-счетчики циклов с помощью метода [89]. Указанные условия в общем 

случае описываются с помощью квазиаффинных форм. Однако для большинст-

ва программ встречающихся на практике, они описываются совокупностью сис-

тем линейных неравенств от N [58, 89, 92].  

 

Пример 36. Рассмотрим фрагмент программы: 

for(i=1;i<10;i++) 

 x[i]= x[i+k]+y[i]; 

 
u v 
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Дуги минимального снизу решетчатого графа G, описывающего антизави-

симость u от v, будут зависеть от значения параметра k. Они описываются двумя 

функциями:  F1(i) = i  с областью определения 1≤i≤9, k=0, при построении кото-

рой использовался альтернативный многогранник с номером 2, и F2(i) = i-k с 

областью определения 1≤i≤(9-k), 1≤k≤8, при построении которой использовался 

альтернативный многогранник с номером 1. Из утверждения 6 следует, что рас-

сматриваемый цикл не является циклом ParDo по графу G для k=k′ тогда и толь-

ко тогда, когда область, описываемая системой неравенств 1≤i≤(9-k′) и 1≤k′≤8, 

содержит целые точки. Если из описания области определения функции F2 ис-

ключить переменную i с помощью метода [89], то будет получено условие на 

внешнюю переменную k, при котором рассматриваемый цикл не будет циклом 

ParDo по графу G. В данном случае, это условие имеет вид: 1≤k≤8. При значе-

нии k не удовлетворяющем последнему условию (например, при k=0), рассмат-

риваемый цикл является циклом ParDo по графу G. 

Конец примера 36. 

 

22..11..66  ССррааввннееннииее  сс  ддррууггииммии  ммееттооддааммии  рраассппооззннаавваанниияя  PPaarrDDoo  ццииккллоовв  

Распознавать ParDo циклы можно с помощью векторов направления зависи-

мости [95] или, что эквивалентно, с помощью носителей зависимости [8]. Одна-

ко подобные способы имеют ряд недостатков: 

 1. один вектор направления зависимости может описывать не одну зави-

симость. Например, один вектор направления может описывать потоковую за-

висимость использования v от генератора u и, одновременно, описывать самоза-

висимость генератора u. Поэтому, при использовании указанных представлений 

невозможно точно распознать тип зависимости, по которому цикл обладает или 

не обладает свойством ParDo. 
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 2. вектор направления зависимости никак не учитывает ложные зависи-

мости [91]. 

 3. эффективные методы построения векторов направления зависимости, 

основанные на неравенствах Банержи [8, 95], дают лишь достаточные условия 

даже в случае отсутствия внешних переменных. Поэтому такие методы иногда 

могут не распознать ParDo цикл. Этот случай проиллюстрирован в примере 31. 

Метод распознавания ParDo циклов, предложенный в данной работе, лишен 

перечисленных недостатков. 

Другой известный метод распознавания ParDo циклов, основанный на тео-

рии решетчатых графов, описан в [21, параграф 6.7]. В этом методе на основе 

утверждения 6.11 [21, с. 375], производится анализ описаний функций, опреде-

ляющих дуги решетчатого графа. Однако для покрывающих функций, которые 

точно описывают дуги решетчатого графа, удовлетворяют условиям C.1) – C.3) 

(пункт 1.2.2.4), и на которые не накладывается дополнительных условий, ут-

верждение 6.11 [21, с. 375] предоставляет только достаточные условия. 

 

Пример 37. (Показывает, что условия [21, с. 375, утв. 6.11] не являются не-

обходимыми в случае, когда покрывающие функции точно описывают дуги ре-

шетчатого графа, удовлетворяют условиям C.1) – C.3) (пункт 1.2.2.4), а внешние 

переменные отсутствуют) 

 Условия [21, с. 375, утв. 6.11] не являются необходимыми т.к. функции, 

точно описывающие дуги  решетчатого графа и удовлетворяющие условиям 

C.1) – C.3) (пункт 1.2.2.4), могут иметь различный вид.  Приведем пример ре-

шетчатого графа, дуги которого могут быть заданы функциями различного ви-

да, удовлетворяющими описанным выше условиям. Такой граф будем искать 

среди тех графов, у которых размерность множества вершин в которые входят 

дуги меньше размерности пространства, в котором заданы вершины. Рассмот-

рим гнездо циклов: 
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for(i=1; i≤5; i++) 

 for(j=1; j≤5; j++)  

  for(k=1; k≤5; k++) 

        if(i==j)         

         X(i, j, k) =  X(i, j, k-1)  // Stmt 1 

 

Потоковая зависимость X(i, j, k-1) от X(i, j, k) описывается решетчатым гра-

фом G, который изображен на рисунке 10.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 10. Минимальный решетчатый граф G. 
Дуги решетчатого графа G могут быть точно описаны функцией F1(i, j, k) = 

(0*i +j, j, k-1) с областью определения 1≤i≤5, 1≤j≤5, 2≤k≤5, i=j. Дуги этого же 

графа G могут быть точно описаны функцией F2(i, j, k) = (i, j, k-1) с областью 

определения 1≤i≤5, 1≤j≤5, 2≤k≤5, i=j.  

Очевидно, самый внешний цикл (по i) является циклом ParDo по графу G. 

Функции F1 и F2 описывают дуги решетчатого графа G точно, кроме этого они 

удовлетворяют условию C.1) – C.3) (пункт 1.2.2.4). Если применить утвержде-

1 1

1

i

j

k
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ние [2, с. 375, утв. 6.11] к функции F1, то получим, что самый внешний цикл (по 

i) не является циклом ParDo по решетчатому графу G, что неверно. 

Судя по виду индексных выражений вхождений переменной Х в оператор 

Stmt 1, можно предположить маловероятным, что автоматически построенная 

функция, описывающая дуги решетчатого графа G, не будет иметь вид F2. Од-

нако в приведенном примере оператор Stmt 1 может иметь другой вид (решетча-

тый граф G при этом останется неизменным): 

1. X(i, i, k) = X(i, j, k-1); 

2. X(i + j, k) = X(i + j, k-1). 

В этом случае, алгоритм построения решетчатого графа [2, параграф 6.5-6.6] 

построит как минимум две функции F1 и F2, описывающие одни и те же дуги 

графа G. 

Предложенный в диссертации метод успешно справляется с данной пробле-

мой. При построении единственной функции, описывающей дуги решетчатого 

графа зависимости X(i, j, k-1) от X(i, j, k), использовался альтернативный много-

гранник с номером 3 (для всех вершин, соединенных дугами графа, выполняют-

ся условия 10 (утв. 3) с s=3). Следовательно, указанная зависимость лишает 

свойства ParDo только цикл с номером 3 (т.е. цикл по k). 

Конец примера 37. 

 

Замечание 5. Пример 37 показывает сложность выявления параллелизма и дру-

гих свойств программ с помощью анализа описания функций, задающих дуги 

минимального решетчатого графа. В этом случае нужно гарантированно про-

анализировать все возможные описания имеющегося набора функций или на-

кладывать дополнительные условия на описание функций при их построении. 

Если предложенный в данной работе метод реализовать, используя алгоритм 

построения решетчатых графов [21, параграф 6.5-6.6], то получится более быст-

рый и менее сложный в реализации метод, чем [21, параграф 6.7]. Например, 
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пусть имеется гнездо из n тесно вложенных циклов, в котором имеется только 

одна информационная зависимость (пусть, для определенности, потоковая). Для 

выявления циклов, обладающих свойством ParDo методом [21, параграф 6.7] в 

общем случае, нужно выполнить следующие действия:  

• построить n (!) решетчатых графов, описывающие единственную ука-

занную зависимость (по одному графу на каждый оператор цикла; 

причем, при построении очередного решетчатого графа, соответст-

вующего некоторому циклу, счетчики внешних циклов считаются 

внешними переменными);  

• анализируя вид функций, описывающих дуги решетчатого графа, сде-

лать вывод о наличии свойства ParDo у соответствующего оператора 

цикла. Анализ вида функции подразумевает проверку матриц на соот-

ветствие установленному виду. 

Для выявления циклов, обладающих свойством ParDo предлагаемым в 

данной работе методом, нужно выполнить следующие действия:  

• построить один решетчатый граф, описывающий указанную зависи-

мость (при построении решетчатого графа, каждой функции, описы-

вающей его дуги, поставить в соответствие номер альтернативного 

многогранника, который использовался при построении этой функ-

ции); 

• анализируя номера, соответствующие построенным функциям решет-

чатого графа, сделать вывод о наличии свойства ParDo у всех операто-

ров циклов рассматриваемого гнезда.  
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2.2 Расщепление многомерных гнезд циклов 

 

В данном параграфе будут описаны различные методы расщепления много-

мерных гнезд циклов. Расщепление гнезда циклов является основой для выпол-

нения таких преобразований как подстановка индексных переменных (см. 2.3.1) 

и экспансия массивов (см. 2.3.2). Кроме этого, данное преобразование само по 

себе может являться распараллеливающим (см. 2.2.2.2, 2.2.3.1). 

Расщепление гнезда циклов описывалось в литературе для одномерных цик-

лов [95], [21, c. 418]. В работе [47] рассматривается расщепление многомерных 

циклов, но в абстрактном виде: в этой работе не приводится описаний алгорит-

мов или методов выполнения расщепления. 

Расщепление гнезда циклов заключается в замене данного гнезда циклов 

другим гнездом или гнездами, которые в совокупности сканируют17 то же ите-

рационное пространство, что и исходное гнездо циклов. При этом все операции 

исходного гнезда сохраняются в преобразованном гнезде. 

Сразу отметим, что основная сложность при расщеплении заключается в по-

строении нового гнезда циклов и генераций границ операторов циклов. 

Некоторые виды расщепления реализованы в Открытой распараллеливаю-

щей системе. 

 

22..22..11  ППррооссттыыее  ппррииммееррыы  рраассссммааттррииввааееммыыхх  ввииддоовв  рраассщщееппллеенниийй  

Расщепление одномерного цикла заключается в замене этого цикла несколь-

кими подряд идущими циклами. Пространства итераций полученных циклов 

                                          
17 именно этот термин широко используется в зарубежной литературе, посвященной про-

блеме генерации гнезд циклов [58, 61, 62, 64, 93]. Говорят, что гнездо циклов сканирует по-

лиэдр,  который является линейным пространством итераций этого гнезда.  
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образуют разбиение пространства итераций исходного гнезда. Тела полученных 

циклов совпадают с телом исходного цикла. 

 

Пример 38. (Расщепление одномерного цикла.) 

Рассмотрим цикл: 

for(i=1;i<N;i++) 

 LoopBody(i); 

Здесь и далее в работе LoopBody(i) обозначает некоторый набор операторов 

в теле цикла. 

После расщепления данного цикла получим следующий фрагмент програм-

мы: 

for(i=1;i<K;i++) 

 LoopBody(i); 

for(i=K;i<N;i++) 

 LoopBody(i); 

Здесь 1≤K<N.  

Полученный фрагмент программы эквивалентен исходному гнезду т.к. в нем 

все операции и порядок их следования точно такие, как в исходном гнезде. 

Конец примера 38. 

 

Пример 39. (Расщепления двумерного цикла.) 

Рассмотрим двумерный цикл: 
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for(i=1;i<=N;i++) 

   for(j=1;j<=M;j++) 

     LoopBody(i,j); 

Расщепление гнезда циклов осуществляется по заданному разбиению его 

пространства итераций. Пространство итераций данного гнезда циклов – мно-

жество D – представляет собой множество всех целых точек, принадлежащих 

прямоугольнику с координатами вершин: (1, 1), (N, M) (рис. 11.а). Набор мно-

жеств {N1, N2} является разбиением множества D (рис. 11.а).  

 

Рис. 11. Различные варианты разбиения пространства итераций D. 
 

Используя данное разбиение, построим расщепление исходного гнезда 

циклов в виде последовательности тесных гнезд циклов: 
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for(i=1;i<=(K-1);i++)  // гнездо сканирует N1 

   for(j=1;j<=M;j++) 

     LoopBody(i,j); 

for(i=K;i<=N;i++)   // гнездо сканирует N2 

   for(j=1;j<=M;j++) 

     LoopBody(i,j); 

Данный фрагмент программы эквивалентен исходному гнезду циклов т.к. в 

нем все операции и порядок их исполнения точно такие, как в исходном гнезде. 

Однако порядок исполнения операций исходного гнезда можно сохранить в ре-

зультирующем фрагменте только благодаря характеру разбиения {N1, N2}. 

Пусть множества N3 и N4 разбивают множество D так, как показано на ри-

сунке 11.б. Используя разбиение {N3, N4}, построим расщепление исходного 

гнезда циклов в виде последовательности тесных гнезд циклов: 

for(i=1;i<=N;i++)   // гнездо сканирует N3 

   for(j=1;j<=(K-1);j++) 

     LoopBody(i,j); 

for(i=1;i<=N;i++)   // гнездо сканирует N4 

   for(j=K;j<=M;j++) 

     LoopBody(i,j); 

В этом фрагменте программы порядок исполнения операций отличается от 

соответствующего порядка исходного фрагмента. Т.к. в результате преобразо-

вания изменяется порядок исполнения операций исходного гнезда, то примене-
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ние этого преобразования, без дополнительных проверок, может нарушить эк-

вивалентность исходного и результирующего фрагментов программ. 

Пусть проверка эквивалентности запрещает расщепление исходного гнезда 

в виде последовательности тесных гнезд циклов, используя разбиение {N3, N4}. 

Тогда для разбиения {N3, N4} можно построить расщепление исходного гнезда 

цикла в виде структуры произвольно вложенных циклов18: 

for(i=1;i<=N;i++)    

{  for(j=1;j<=(K-1);j++) 

     LoopBody(i,j); // опорное гнездо сканирует N3 

   for(j=K;j<=M;j++)   

     LoopBody(i,j); // опорное гнездо сканирует N4 

} 

Полученный фрагмент программы эквивалентен исходному гнезду циклов 

т.к. в нем все операции и порядок их исполнения точно такие, как в исходном 

гнезде. 

Для разбиения {N3, N4} можно построить другое расщепление, с помощью 

добавления в гнездо циклов условных операторов: 

                                          
18 структура произвольно вложенных циклов – такой набор циклов, что некоторые циклы 

содержатся в телах других циклов. 
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for(i=1;i<=N;i++)    

  for(j=1;j<=M;j++) 

     if(j<=(K-1)) 

   LoopBody(i,j);// опорное гнездо сканирует N3 

  else 

      LoopBody(i,j);// опорное гнездо сканирует N4 

Полученный фрагмент программы так же эквивалентен исходному гнезду 

циклов т.к. в нем все операции и порядок их исполнения точно такие, как в ис-

ходном гнезде. 

Конец примера 39. 

 

Расщепление с помощью добавления в гнездо циклов условных операторов 

(пример 39.) описано и используется П. Фотрье [69, 71]. Поэтому в данной ра-

боте метод этого расщепления рассматриваться не будет. Однако П. Фотрье не 

выделяет его в отдельный вид преобразования. Оно вытекает из подхода автора 

к хранению решетчатых графов и применения их, например, для преобразова-

ния программы к виду с однократным присваиванием [71]. 

Далее в работе будем предполагать, что расщепление требуется выполнять 

для гнезд циклов, не содержащих внешние переменные. 

 

22..22..22  ППооссттррооееннииее  рраассщщееппллеенниияя  вв  ввииддее  ппооссллееддооввааттееллььннооссттии  ттеесснныыхх  

ггннеезздд  ццииккллоовв  

Данный вид расщепления будем применять только к тесным гнездам циклов 

принадлежащих линейному классу программ. Далее в этом параграфе будем 

пользоваться следующей условной записью тесного гнезда циклов: 
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for I ∈ D 

 LoopBody(I);          

(10) 

Вектор I=(I1, I2, …, In) – вектор счетчиков циклов, образующих тесное гнез-

до. Множество D (D⊂Z n+) – пространство итераций гнезда циклов. Для данного 

пространства итераций D будем обозначать через⎯D – линейное пространство 

итераций. 

Пусть имеется разбиение Ni (i=1..k) итерационного пространства D гнезда 

(10), причем каждое множество Ni (i=1..k) является выпуклым19. Используя дан-

ное разбиение, будем строить расщепление гнезда циклов (10) в виде последо-

вательности тесных гнезд циклов с итерационными пространствами Ni (i=1..k): 

for I ∈ Nσ(1) 

 LoopBody(I); 

for I ∈ Nσ(2)  

 LoopBody(I);         (11) 

...   

for I ∈ Nσ(k)  

 LoopBody(I); 

где σ - некоторая перестановка множества k натуральных чисел {1, ..., k}. 

                                          
19 множество целых точек называется выпуклым, если оно может быть представлено как 

множество всех целых точек некоторого выпуклого линейного многогранника. 
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Пусть G – решетчатый граф, полученный объединением минимальных ре-

шетчатых графов, описывающих потоковую, анти- и выходную зависимость по 

значению во фрагменте программы (10). Пусть G′ - фактор граф решетчатого 

графа G по множествам Ni. В фактор графе G′ дуга направлена из Ni в Nj (i≠j), 

если в исходном гнезде циклов (10) существует зависимость, решетчатый граф 

которой имеет дугу из Ni в Nj. Условие i≠j приводит к тому, что фактор граф G′ 

не имеет петель по построению. 

Утверждение 7. Пусть фактор граф G′ является бесконтурным. Тогда для 

эквивалентности фрагментов программ (10) и (11) достаточно, чтобы  выполня-

лось условие: если фактор граф G′ содержит дугу из Ni в Nj, то во фрагменте 

программы (11) гнездо циклов с пространством итераций Ni находится по тексту 

программы раньше, чем гнездо циклов с пространством итераций Nj. 

Доказательство. При выполнении условий теоремы в преобразованной про-

грамме сохраняется порядок исполнения всех пар итераций (I, J) гнезда (10) для 

которых выполняется хотя бы одно из условий: 

некоторое вхождение на итерации J использует значение, записанное другим 

вхождением на итерации I (потоковая зависимость по значению); 

некоторое вхождение на итерации J записывает значение, которое было исполь-

зовано другим вхождением на итерации I (антизависимость по значению); 

некоторое вхождение на итерации J перезаписывает значение, которое было за-

писано другим вхождением на итерации I (выходная зависимость по значению); 

Следовательно, преобразованная программа (11) будет эквивалентна исход-

ной программе (10). 

Утверждение 8. Пусть фактор граф G′ является бесконтурным. Если фак-

тор граф G′ содержит дугу из Ni в Nj, а во фрагменте программы (11) гнездо 

циклов с пространством итераций Nj находится по тексту программы раньше, 
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чем гнездо циклов с пространством итераций Ni, то существует фрагмент про-

граммы (10) не эквивалентный фрагменту программы (11). 

Доказательство. Если выполняется условие утверждения, то во фрагмен-

те программы (10) существует такая пара итераций I∈Ni и J∈Nj, для которой 

выполняется хотя бы одно из условий утверждения 7. Пусть, для определенно-

сти, для этой пары выполняется условие: вхождение некоторой переменной X на 

итерации J использует значение, записанное другим вхождением X на итерации 

I. Т.к. во фрагменте программы (11) гнездо с пространством итераций Nj нахо-

дится по тексту программы раньше, чем гнездо циклов с пространством итера-

ций Ni, то во фрагменте (11) вхождение X на итерации J использует значение, 

которое еще не было определено вхождением X на итерации I. Следовательно, 

существует такой фрагмент программы (10), который не эквивалентен фрагмен-

ту программы (11). Этот вывод завершает доказательство. 

Следствие. Если фактор граф G′ имеет контур, то расщепление в виде (11) 

выполнить нельзя т.к. при любом расположении гнезд циклов в результирую-

щем фрагменте (11) будет выполнено условие утверждения 8. 

Алгоритм расщепления гнезда циклов (10) для случая, когда фактор граф 

G′ является бесконтурным, имеет вид: 

1. Строим фактор граф G′ решетчатого графа G по множествам Ni (i=1..k). 

2. Строим в графе G′ правильную нумерацию вершин20. 

3. Преобразованную программу составляют гнезда циклов, пространства 

итераций которых – множества, соответствующие вершинам полученного 

графа. Эти гнезда циклов располагаем в порядке правильной нумерации. 

Пространства итераций гнезд циклов, полученных в результате работы 

приведенного алгоритма расщепления, есть множества всех целочисленных то-

                                          
20 Правильная нумерация вершин бесконтурного графа – такая нумерация, в которой нет 

дуг из вершин с большими номерами в вершины с меньшими номерами [38]. 
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чек некоторых выпуклых линейных многогранников, каждый из которых зада-

ется набором линейных неравенств. Для получения левых и правых границ опе-

раторов циклов некоторого гнезда необходимо воспользоваться одним из алго-

ритмов генерации границ оператора цикла из системы линейных неравенств [58, 

64]. 

При построении фактор графа G′ решетчатого графа G по множествам Ni 

(i=1..k), требуется решать следующую задачу: определить, существует ли дуга в 

решетчатом графе G, начало которой лежит во множестве Ni, а конец – во мно-

жестве Nj. В следующем разделе будут предложены методы решения данной 

задачи. 

 

2.2.2.1 Проверка существования дуги решетчатого графа между 

заданными выпуклыми множествами 

Пусть даны выпуклые многогранники⎯H1⊂Rn,⎯H2⊂Rn, множество всех це-

лых точек каждого есть H1, H2, соответственно. Пусть дан решетчатый граф G, 

вершины которого принадлежат Rn. Требуется определить, существует ли в 

графе G дуга из множества H1 во множество H2. 

Эта задача эквивалентна следующей. Пусть имеется функция F и ее область 

определения – множество целых точек M, заданные с помощью квазиаффинных 

форм. Определить, существуют ли точки I и J, где J=F(I), такие, что I∈H1 и 

J∈H2 (для минимального снизу графа наоборот –  I∈H2 и J∈H1). 

Пусть функция F задана с помощью аффинных форм, а множество M есть 

множество всех целых точек выпуклого многогранника⎯M. Тогда для решения 

задачи можно предложить очевидный алгоритм (все использующиеся в алго-

ритме множества изображены на рис. 11.а): 

1. находим пересечение M′ =⎯M ∩⎯H1; 
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2. если выпуклый многогранник M′ не содержит ни одной целой точки, то 

требуемых точек I и J не существует, заканчиваем алгоритм; 

3. строим выпуклый многогранник F(M′); 

4. если в F(M′) ∩⎯H2  содержится хотя бы одна целая точка, то искомые точ-

ки I и J существуют, в противном случае – нет. 

 

Рис. 12. 
 

В данном алгоритме необходимо построить образ F(M′) выпуклого много-

гранника. Многогранник M′ задан с помощью системы линейных неравенств: 

M′={I | ajI≤bj, где j=1..m (ajI – скалярное произведение векторов aj∈Rn и I∈Rn)}. 

Переходить к описанию всех вершин M′, и по их образу восстанавливать много-

гранник F(M′) в данном случае неэффективно. Если известна обратная функция 

F−1, то можно получить описание многогранника F(M′) в виде системы линей-

ных неравенств: F(M′)={J | ajF−1(J)≤bj, где j=1..m}. Для реализации такого спо-

соба нужно искать обратную функцию к F, причем эта функция может оказать-

ся необратимой в Rn. 

Решить поставленную в начале пункта задачу можно без обращения функ-

ций или перехода к описанию многогранника с помощью вершин. Для этого за-
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метим, что, имея функцию F  и считая Rn ее областью определения, можно по-

строить прообраз выпуклого многогранника относительно нее: если N={J | 

ajJ≤bj, где j=1..m}, то прообраз N относительно F−1 есть F−1(N)={I | ajF(I)≤bj, где 

j=1..m}.  

Учитывая все вышесказанное, можно предложить более эффективный и 

удобный для реализации алгоритм (все использующиеся в алгоритме множества 

изображены на рис. 11.б): 

1. находим пересечение M′ =⎯M ∩⎯H1; 

2. если выпуклый многогранник M′ не содержит ни одной целой точки, то 

требуемых точек I и J не существует, заканчиваем алгоритм; 

3. считая F определенной всюду в Rn, строим выпуклый многогранник 

F−1(⎯H2), являющийся прообразом⎯H2 относительно F; 

4. если в M′ ∩ F−1(⎯H2)  содержится хотя бы одна целая точка, то искомые 

точки I и J существуют, в противном случае – нет.  

Именно этот алгоритм использован в программной реализации расщепления  

в ОРС [54]. Заметим, что приведенный алгоритм позволяет решить указанную 

задачу даже в том случае, когда функция F и область M заданы квазиаффинны-

ми формами. Проверку на содержание целых точек в области, заданной квази-

аффинными формами, можно выполнять в том же виде, что и работах [70, 71] (в 

данных работах эта задача решается при построении квазиаффинных функций, 

описывающих дуги решетчатого графа). 

 

2.2.2.2 Использование расщепления для распараллеливания 

Пусть в тесном гнезде циклов с итерационным пространством V имеется за-

висимость вхождения v от вхождения u, препятствующая эффективному распа-

раллеливанию этого гнезда. Пусть дуги минимального снизу решетчатого графа 

программы, описывающие зависимость v от u, задаются функцией F, область 
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определения которой – множество H. Пусть для этой функции выполняется ус-

ловие: 

область определения H и область значения F(H) не пересекаются. 

Последнее условие означает, что все дуги решетчатого графа, описываемые 

функцией F, идут из множества F(H) во множество H. 

Пусть расщепление исходного гнезда циклов в соответствии с разбиением 

{H, V\H} возможно (если множество V\H не является выпуклым, то его можно 

разбить на набор выпуклых множеств). Тогда в результате расщепления, в каж-

дом полученном гнезде исходной зависимости v от u не будет. 

 

Пример 40. Рассмотрим гнездо циклов примера 31.  

Минимальный решетчатый граф потоковой зависимости a[j][i] от a[i][j] изо-

бражен на рисунке 9. Как уже отмечалось в примере 27, все дуги указанного 

графа идут только из множества N1 во множество N2. Будем строить расщепле-

ние данного гнезда по разбиению {N1, N2}.  

Кроме рассмотренной выше потоковой зависимости, существует антизави-

симость вхождения a[i][j] от a[j][i]. Однако, решетчатый граф, описывающий 

данную антизависимость, полностью совпадает с решетчатым графом, описы-

вающим потоковую зависимость a[j][i] от a[i][j]. Т. к. других зависимостей в 

данном гнезде нет, то фактор граф минимального решетчатого графа програм-

мы по разбиению {N1, N2} будет содержать только одну дугу, направленную из 

множества N1 во множество N2. Следовательно, в результирующем фрагменте 

программы гнездо циклов с итерационным пространством N1 должно находить-

ся по тексту программы раньше, чем гнездо циклов с итерационным простран-

ством N2. В результате применения описанного алгоритма расщепления полу-

чится следующий фрагмент программы: 
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for(i=1; i<=5; i++) // гнездо сканирует N1 

for(j=i; j<=5; j++)  

 a[i][j] = a[j][i] + b[i][j]; 

for(i=2; i<=5; i++) // гнездо сканирует N2 

for(j=1; j<=(i-1); j++)  

 a[i][j] = a[j][i] + b[i][j]; 

 Из-за информационных зависимостей между вхождениями переменной 

«а» итерации внешнего цикла исходного гнезда нельзя исполнять одновременно 

(параллельно). После расщепления, все итерации внешнего цикла в каждом по-

лученном гнезде можно исполнять одновременно, при условии, что вычисление 

второго гнезда циклов (по N2) начнется строго после вычисления первого (по 

N1). 

Конец примера 40. 

 

22..22..33  ППооссттррооееннииее  рраассщщееппллеенниияя  вв  ввииддее  ссттррууккттууррыы  ппррооииззввооллььнноо  

ввллоожжеенннныыхх  ццииккллоовв  

Рассмотрим опорное гнездо циклов SL некоторого оператора. Занумеруем 

операторы циклов в этом гнезде в соответствии с порядком вложенности, начи-

ная с самого внешнего цикла. Обозначим счетчик i-го цикла – Ii, где i∈[1, n]; 

тогда вектор счетчиков циклов опорного гнезда – I=(I1, I2, …, In). Пусть D 

(D⊂Zn+) – пространство итераций гнезда циклов SL. Пусть имеется разбиение Ni 

(i=1..k) итерационного пространства D, причем каждое множество Ni (i=1..k) яв-

ляется выпуклым. Тогда можно выполнить расщепление гнезда циклов SL в ви-

де структуры произвольно вложенных циклов с помощью следующего алгорит-

ма. 
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Алгоритм расщепления опорного гнезда циклов SL в виде структуры произ-

вольно вложенных циклов: 

Для произвольного опорного гнезда циклов SL, итерационное пространство 

которого D⊂Zn+, будем обозначать через SLd  (d≤n) гнездо циклов, которое обра-

зуют первые d операторов циклов гнезда SL. Итерационное пространство гнезда 

SLd будем обозначать через Dd⊂Zd+. Будем считать, что в описании множеств⎯Ni 

(i=1..k) не содержится избыточных неравенств21. 

1. Проверяем, существует ли в описании некоторого многогранника из на-

бора⎯Ni (i=1..k) неравенство aI≤b, для которого одновременно выполняются ус-

ловия: 

C.4) в рассматриваемом гнезде не существует границы оператора цикла, 

которая бы определяла то же полупространство, что и aI≤b; 

C.5) в неравенстве aI≤b при In стоит нулевой множитель. 

2. Если указанного неравенства не существует, то выполняем алгоритм за-

мены в гнезде SL цикла по In на последовательность циклов по In, используя 

разбиение Ni (i=1..k) итерационного пространства гнезда SL; конец алгоритма. 

3. Иначе, пусть неравенство a′I≤b′ участвует в описании некоторого много-

гранника из⎯Ni (i=1..k), и удовлетворяет условиям C.4), C.5). Тогда выполним 

следующие действия: 

3.1 разрежем множества Ni (i=1..k) плоскостью a′I=b′: в результате полу-

чим два набора множеств Ni
1 (i=1..k1) и Ni

2 (i=1..k2); 

3.2 пусть в неравенстве a′I≤b′ слагаемое adId является ближайшим слева к 

anIn таким, что ad≠0; разрежем пространство итераций гнезда SLd – много-

гранник Dd – плоскостью a′I=b′: в результате получим два многогранника Dd
1 

и Dd
2; 
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3.3 выполняем алгоритм замены в гнезде SLd цикла по Id на последова-

тельность циклов по Id, используя разбиение {Dd
1, Dd

2} итерационного про-

странства гнезда SLd; в результате получим два гнезда SL1 и SL2 такие, что 

итерационные пространства гнезд SL1
d и SL2

d равны Dd
1 и Dd

2, соответственно; 

3.4 пусть, для определенности, все множества набора Ni
1 (i=1..k1) содер-

жатся в итерационном пространстве гнезда SL1, а множества Ni
2 (i=1..k2) – в 

итерационном пространстве гнезда SL2; выполним данный алгоритм расщеп-

ления для гнезда SL1 и разбиения Ni
1 (i=1..k1), затем для гнезда SL2  и разбие-

ния Ni
2 (i=1..k2); 

4. конец алгоритма. 

 

В пунктах 2 и 3.3 описанного выше алгоритма, используется алгоритм заме-

ны в опорном гнезде SLn цикла по In на последовательность циклов по In, ис-

пользуя разбиение Ni (i=1..k) итерационного пространства гнезда SLn. Приведем 

этот алгоритм, считая, что не существует неравенства aI≤b, участвующего в 

описании некоторого многогранника из⎯Ni (i=1..k), и для которого одновремен-

но выполняются условия C.4), C.5). 

 

Алгоритм замены в опорном гнезде SLn цикла по In на последовательность 

циклов по In, используя разбиение Ni (i=1..k) итерационного пространства D 

гнезда циклов SLn: 

1. копируем тело заменяемого цикла по In в переменную body; 

2. генерируем k операторов циклов, со счетчиком In и телом body; пусть m–

тый сгенерированный цикл соответствует Nm; 

                                                                                                                                          
21 неравенство называется избыточным, если удаление его из системы не приводит к уве-

личению числа решений данной системы. 
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3. для m–го оператора цикла (m∈[1, k]), с помощью алгоритма [64], исполь-

зуя описание⎯Nm, генерируем верхние и нижние границы изменения счетчика In; 

4. из полностью построенных операторов циклов по In формируем упорядо-

ченную последовательность циклов так, чтобы, заменив цикл по In в исходном 

гнезде, получилось новое гнездо циклов, сканирующее N1∪N2∪…∪Nk (равное 

D) в лексикографическом порядке; последнее условие обеспечивает сохранение 

порядка исполнения всех операций исходного гнезда; 

5. заменяем исходный цикл по In на построенную в п.4 упорядоченную по-

следовательность циклов по In; 

6. конец алгоритма. 

 

В пункте 4 приведенного выше алгоритма необходимо решать следующую 

задачу. Пусть дано n-1 мерное опорное гнездо циклов SLn-1, вектор счетчиков 

которого (I1, I2, …, In-1). В тело самого внутреннего цикла гнезда SLn-1 добавляет-

ся последовательность из двух циклов L1 и L2. Обозначим через SLn-1_L1 гнездо, 

составленное из циклов SLn-1 и L1, а через SLn-1_L2 – гнездо, составленное из 

циклов SLn-1 и L2. Итерационное пространство гнезда SLn-1_L1 есть N1(⊂Zn+), 

гнезда SLn-1_L2  – N2(⊂Zn+). Требуется определить, какой из циклов L1, L2 должен 

располагаться раньше по тексту программы, чтобы полученное гнездо циклов 

сканировало N1∪N2 в лексикографическом порядке. 

Эта задача может быть решена следующим образом. С помощью одного из 

алгоритмов [58, 64, 89] определить условия, накладываемые на (I1, I2, …, In-1), 

которым удовлетворяют первые n-1 координат всех целых точек принадлежа-

щих N1 и N2. Эти условия имеют вид системы неравенств. Обозначим их через 

P1(I1, I2, …, In-1) и P2(I1, I2, …, In-1), соответственно для N1 и N2. Пусть P12(I1, I2, 

…, In-1) – система, полученная пересечением систем P1(I1, I2, …, In-1) и P2(I1, I2, 

…, In-1). Таким образом, системе P12(I1, I2, …, In-1) удовлетворяют все итерации 

гнезда SLn-1, при которых исполняется и тело цикла L1 и тело цикла L2. Если 
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P12(I1, I2, …, In-1) не имеет целочисленных решений, то циклы L1 и L2 могут быть 

расположены в любом порядке. Если P12(I1, I2, …, In-1) имеет целочисленные 

решения, то пусть система Q(I1, I2, …, In) получена пересечением систем нера-

венств P12(I1, I2, …, In-1), ubL1(I1, I2, …, In), lbL2(I1, I2, …, In), где ubL1 – условия 

верхней границы для счетчика цикла L1, а lbL2 – условия нижней границы для 

счетчика цикла L2. Пусть Q(I1, I2, …, In) не имеет целочисленных решений. То-

гда для любого фиксированного значения счетчика внешних циклов, при кото-

ром исполняется и тело цикла L1, и тело цикла L2, все значения счетчика цикла 

L1 меньше значений счетчика цикла L2. Поэтому, в данном случае итерации 

цикла L1 должны выполняться раньше, итераций цикла L2. Следовательно, цикл 

L1 должен находиться раньше цикла L2 по тексту программы. Если Q(I1, I2, …, 

In) имеет целочисленные решения, то цикл L2 должен находиться раньше цикла 

L1 по тексту программы. 

 

Пример 41. Пусть имеется двумерное гнездо циклов: 

for(i=1; i<=5; i++) // гнездо сканирует D 

for(j=1; j<=5; j++)  

 LoopBody(i,j); 

Пусть требуется расщепить данное гнездо в виде структуры произвольно 

вложенных циклов, используя разбиение итерационного пространства, изобра-

женное на рисунке 13. 
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Рис. 13. 

Заметим, что в описании⎯N1 и⎯N2 нет неравенств, удовлетворяющих услови-

ям C.4), C.5), поэтому можно переходить к замене цикла по j последовательно-

стью циклов по j с помощью описанного выше алгоритма.  

Множества⎯N1 и⎯N2 описываются следующим образом: 

  ⎧ 2≤i≤5    ⎧ 1≤i≤4 

⎯N1= ⎨ j≤5    ⎯N2= ⎨ i≤j  

  ⎪ j≤(2i-3)    ⎪ (2i-2)≤j 

  ⎩ 1≤j     ⎩ j≤5 

Цикл L1 (по j), соответствующий⎯N1, заголовок которого построен с помо-

щью алгоритма [64], будет таким: 

for(j=1; j<=min(2i-3, 5); j++)  

 LoopBody(i,j);  

А цикл L2 (по j), соответствующий⎯N2, будет таким: 

for(j=max(2i-2, i); j<=5; j++) 

 LoopBody(i,j); 
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Теперь определим, какой цикл L1 или L2 должен располагаться раньше по 

тексту программы. Система неравенств P1(i), описывающая условия для всех i, 

при которых пары (i, j) принадлежат N1, состоит из неравенств: 2≤i, i≤5. Анало-

гичная система P2(i) для N2, состоит из неравенств: 1≤i, i≤3. Система P12(i) –

пересечение систем P1(i) и P2(i) – состоит из неравенств: 2≤i, i≤3, и имеет цело-

численные решения. Система ubL1(i, j), описывающая условия верхней границы 

цикла L1, состоит из неравенств: j≤(2i-3), j≤5. Система lbL2(i, j), описывающая 

условия нижней границы цикла L2, состоит из неравенств: (2i-2)≤j, i≤j. Тогда, 

система Q(i, j) будет состоять из неравенств: 2≤i, i≤3, j≤(2i-3), j≤5, (2i-2)≤j, i≤j. 

Эта система не имеет даже вещественных решений. Следовательно, в результи-

рующем гнезде циклов, цикл L1 должен находиться раньше по тексту програм-

мы, чем цикл L2. После расщепления получим следующий фрагмент програм-

мы: 

for(i=1; i<=5; i++) 

{ for(j=1; j<=min(2i-3, 5); j++)  

  LoopBody(i,j);  

 for(j=max(2i-2, i); j<=5; j++) 

  LoopBody(i,j); 

} 

Конец примера 41. 

 

Рассмотрим теперь случай, когда существует неравенство a′I≤b′, участвую-

щее в описании некоторого многогранника⎯Nm, для которого выполняются ус-

ловия C.4), C.5). В этом случае, в результате генерации верхних и нижних гра-

ниц для счетчика In цикла Lm, соответствующего Nm, не может быть получено 
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ограничение a′I≤b′ т.к. в описании этого ограничения при In стоит 0. Обозначим 

через SLn-1_Lm гнездо циклов, составленное из циклов гнезда SLn-1 добавлением 

цикла Lm в тело самого вложенного. Т. к. ни одна из границ внешних для Lm 

циклов гнезда SNn-1_Lm не определяет неравенство a′I≤b′, то в описании линей-

ного пространства итераций⎯Dm гнезда циклов SNn-1_Lm, отсутствует ограниче-

ние a′I≤b′. Тогда итерационное пространство Dm построенного гнезда SNn-1_Lm 

может не совпадать с требуемым пространством Nm. Пункт 3 предложенного 

алгоритма расщепления в виде структуры произвольно вложенных циклов по-

могает избежать этой ситуации.  

 

Пример 42. Рассмотрим исходное гнездо циклов в примере 39. Пусть требу-

ется выполнить его расщепление в виде структуры произвольно вложенных 

циклов, в соответствии с разбиением итерационного пространства, изображен-

ным на рисунке 11. 

В описании данного разбиения существуют неравенства, удовлетворяющие 

условиям C.4), C.5). Например, в описании⎯N1 это неравенство i≤(K-1), а в опи-

сании⎯N2 это неравенство K≤i. Если, несмотря на этот факт, применить алго-

ритм замены цикла по j на последовательность циклов по j, используя разбиение 

{⎯N1, ⎯N2}, то получим фрагмент программы 
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for(i=1;i<=N;i++) 

{  for(j=1;j<=M;j++) 

     LoopBody(i,j); 

   for(j=1;j<=M;j++) 

     LoopBody(i,j); 

} 

Этот фрагмент программы не эквивалентен исходному гнезду циклов. Для 

выполнения требуемого расщепления необходимо сначала модифицировать 

цикл по i. Данная модификация выполняется с помощью пункта 3 алгоритма 

расщепления, используя, например, неравенство i≤(K-1).  

Конец примера 42. 

 

Замечание. Как видно из предложенного в данном пункте алгоритма расще-

пления в виде структуры произвольно вложенных циклов, в результате такого 

расщепления порядок следования операций исходного фрагмента сохранится в 

преобразованной программе. Следовательно, проверять эквивалентность этого 

преобразование не требуется. 

 

2.2.3.1 Использование расщепления для распараллеливания: общий 

случай 

В [21, параграф 7.2] предлагается метод распараллеливания программ на 

макроуровне с помощью, так называемых, макрографов зависимостей22. Он по-

                                          
22 макрограф зависимости [21, с. 405] есть ни что иное, как фактор граф решетчатого гра-

фа по некоторым множествам итераций. 
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зволяет выявить подмножества пространств итераций, в которых все итерации 

могут быть выполнены одновременно. 

Предложенный метод распараллеливания может быть реализован либо на 

основе описания минимальных решетчатых графов в виде функций, либо на ос-

нове разверток [21, параграф 7.2]. Далее в работе, будет рассматриваться только 

реализация на основе описания минимальных решетчатых графов в виде функ-

ций. В этом случае авторы работы [21] предлагают строить макрограф зависи-

мости сначала для самого внешнего цикла гнезда. Если после анализа построен-

ного графа оказывается, что некоторое множество итераций M не может быть 

выполнено одновременно, то с помощью расщепления выделяются гнезда цик-

лов, сканирующее M. Затем к телу самого внешнего цикла этого гнезда приме-

няется этот же анализ: строятся новые решетчатые графы, фактор граф и т.д. 

[21, c. 428]. Этот процесс продолжается до тех пор, пока либо программа не бу-

дет распараллелена, либо пока не будут проанализированы все уровни вложен-

ности циклов. Стоит отметить, что в работе [21] не конкретизируется, как может 

быть выполнено расщепление на практике в автоматическом режиме. Авторы 

указанной работы пользуются расщеплением концептуально, а в примерах 

выполняют вручную. 

 Предложенные в настоящей работе методы расщепления, с одной стороны, 

могли бы послужить основой для реализации такого макроанализа на практике 

в автоматическом режиме. С другой стороны, используя расщепление и связь 

существования функций, описывающих дуги решетчатого графа, со свойством 

ParDo циклов (см. пункт 2.1), можно усовершенствовать метод распараллелива-

ния [21, c. 428]. В этом случае уже не будет необходимости строить решетчатые 

графы для каждого уровня вложенности циклов. А по функциям, описывающим 

дуги решетчатого графа, можно определять глубины вложенности циклов, на 

которых нужно выпонять расщепление, распараллеливающее программу. Этот 
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метод также является обобщением метода, предложенного в пункте 2.2.2.2. Рас-

смотрим его в действии на следующем примере. 

 

Пример 43. Рассмотрим фрагмент программы [21, с. 385, пример 6.4] при 

n=10. 

for(i=1; i<=10; i++) 

  for(j=1; j<=10; j++)  

   u[i+j] = u[20+1-i-j]; 

Решетчатый граф G потоковой зависимости данного гнезда изображен на 

рисунке 14. Этот граф совпадает с решетчатым графом, описывающим зависи-

мость u[20+1-i-j] от u[i+j], т.к. других потоковых зависимостей в данном фраг-

менте нет. 

 

H0,1 

H0,2 H3 

H1 

H2 
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Рис. 14. Решетчатый граф потоковой зависимости u[20+1-i-j] от u[i+j] 
([21, с. 223, 457]), с выделенными множествами вершин. 

 

Ни цикл по i, ни цикл по j не является циклом ParDo по графу G. В тоже 

время, этот фрагмент программы имеет значительный параллелизм. По утвер-

ждению авторов работы [21], этот пример тестировался на многих зарубежных 

распараллеливающих компиляторах и автономных системах выявления парал-

лелизма, но всюду безуспешно [21, с. 390].  

Выпишем функции, описывающие дуги решетчатого графа G.  

Функция Область определения Номер альтернативно-

го многогранника 

F1(i, j)=(i-1, -2i-j+22) ⎧ -2i - j ≤ -12 

H1= ⎨ i + j ≤ 10 

⎩ -j ≤ -1.  

1 

F2(i, j)=(-i-j+20, 1) ⎧ -2i - j ≤ -21 

H2= ⎨ i + j ≤ 19 

⎪ i ≤ 10 

⎩ j ≤ 10.  

1 

F3(i, j)=(i, -2i-j+21) ⎧ -i - j ≤ -11 

H3= ⎨ 2i + j ≤ 20 

⎩ j ≤ 10.  

2 

∅ ⎧ 2i + j ≤ 11 

H0,1= ⎨ -i ≤ -1 

⎩ -j ≤ -1.  

–– 

∅ ⎧ -i - j ≤ -20 

H0,2= ⎨ i ≤ 10 

⎩ j ≤ 10.  

–– 
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Цикл по i не является циклом ParDo по графу G т.к. существуют функции 

F1(i, j) и F2(i, j), при построении которых использовался альтернативный много-

гранник с номером 1. Построим фактор граф G′ решетчатого графа G по множе-

ствам H1, H2, V/(H1∪H2). Множество V/(H1∪H2) не является выпуклым, поэтому 

вместо набора {H1, H2, V/(H1∪H2)} возьмем набор H1, H2, H3, H0,1, H0,2. Фактор 

граф G′ по данному набору будет содержать контур, связывающий множества 

H1 и H3 (см. рисунок 14). Итерации каждого множества, не принадлежащего 

контуру, могут быть выполнены одновременно [21, параграф 7.2].  

 

 

Рис. 15. Фактор граф решетчатого графа G по разбиению {H1, H2, H3, 
H0,1, H0,2}. 

 

К разбиению {H1, H2, H3, H0,1, H0,2} алгоритм расщепления в виде последова-

тельности тесных гнезд циклов применять нельзя из-за наличия контура в фак-

тор графе. В результате применения расщепления в виде структуры произволь-

но вложенных циклов не будет модифицирован внешний цикл (по i). Поэтому, 

после такого расщепления, итерации только внутренних циклов (на глубине 

вложенности 2) можно будет исполнять одновременно; параллелизм программы 

в этом случае может быть увеличен. 

Заметим, что  алгоритм расщепления в виде последовательности тесных 

гнезд циклов можно применить к разбиению: {H2, H1,3, H0,1, H0,2}, где H1,3= 

H0,1 H0,2 H1 H2 H3 



 126

H1∪H3. В результате указанного расщепления будет получен следующий фраг-

мент программы: 

for(i=1; i<=5; i++) // сканирует H0,1 

  for(j=1; j<=(11-2*i); j++)  

   u[i+j] = u[20+1-i-j]; 

for(i=1; i<=9; i++) // сканирует H1,3 

  for(j=max(1,12-2*i); j<=min(10,20-2*i); j++)  

   u[i+j] = u[20+1-i-j]; 

for(i=6; i<=10; i++) // сканирует H2 

  for(j=(21-2*i); j<=min(10,19-i); j++)  

   u[i+j] = u[20+1-i-j];     

u[20] = u[1]; // сканирует H0,2  

Внешние и внутренние циклы в гнездах, сканирующих H0,1 и H2, являются 

циклами ParDo по решетчатому графу потоковой зависимости данного фраг-

мента. В данном случае, итерации всех указанных циклов могут быть выполне-

ны одновременно. Отметим, что в совокупности подмножества H0,1 и H2 содер-

жат 50% всех итераций исходного цикла. 

Теперь в полученном фрагменте программы рассмотрим гнездо циклов, ска-

нирующее H1,3. Как было показано выше, его нельзя разбить так, чтобы итера-

ции внешних циклов (на глубине вложенности 1) можно было выполнять одно-

временно. В этом гнезде перейдем к анализу циклов, находящихся на глубине 

вложенности 2 (т.е. к циклу по j). Но для этого мы не будем заново строить ре-

шетчатый граф, как предлагается в работе [21], а воспользуемся уже построен-
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ным. Снова построим фактор граф G′′ решетчатого графа G, по разбиению {H3, 

H1,3\H3}, но при этом построении не будем использовать функции, которым со-

ответствует альтернативный многогранник с номером 1 (т.к. мы не планируем 

изменять порядок итераций цикла на глубине 1). Фактор граф G′′ будет иметь 

единственную дугу из H1 в H3. Теперь будем выполнять расщепление рассмат-

риваемого гнезда в соответствии с разбиением {H3, H1,3\H3}. Либо выполним 

расщепление в виде структуры произвольно вложенных циклов. Либо выпол-

ним расщепление цикла на глубине 2 в виде последовательности тесных гнезд 

циклов. В одном и другом случае получим фрагмент программы, в котором оба 

внутренних цикла имеют тип ParDo по графу G, и могут быть выполнены па-

раллельно: 

for(i=1; i<=9; i++)  

{  for(j=max(1,12-2*i); j<i; j++) // сканирует H1 

   u[i+j] = u[20+1-i-j]; 

  for(j=i; j<=min(10,20-2*i); j++) // сканирует H3 

   u[i+j] = u[20+1-i-j]; 

} 

Конец примера 43. 

 

22..22..44  ССррааввннееннииее  ррааззллииччнныыхх  ввииддоовв  рраассщщееппллеенниийй  

В данном параграфе было рассмотрено три различных вида расщепления. 

Расщепление в виде последовательности тесных гнезд циклов имеет существен-

ное ограничение, по сравнению с двумя другими видами расщеплений: оно мо-

жет быть выполнено не для всякого гнезда циклов. Кроме этого, после исполь-



 128

зования расщепления в виде последовательности тесных гнезд циклов, порядок 

следования операций в исходном и преобразованном фрагментах может разли-

чаться. Однако расщепление в виде последовательности тесных гнезд позволяет 

расщеплять гнезда, модифицируя циклы на более внешнем уровне вложенности, 

что может способствовать более эффективному распараллеливанию программы. 

Также, в результате этого расщепления получается код, значительно более 

удобный для чтения, чем код, полученный в результате других видов расщепле-

ний. Расщепление, выполняемое с помощью добавления в тело цикла условных 

операторов, приводит к увеличению количества проверок, выполняемых на ка-

ждой итерации цикла, а также значительно ухудшает читабельность получаемо-

го кода [71, с. 25]. Кроме того, такое расщепление не позволяет выделять цик-

лы, итерации которых можно выполнять одновременно (т.к. сами операторы 

циклов не модифицируются). 
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2.3 Подстановка переменных и экспансия массивов 

В данном параграфе будут описаны методы выполнения подстановки пере-

менных и экспансии массивов, которые применимы к любым переменным в 

циклах: как к индексным, так и к безындексным. Эти преобразования иногда 

позволяют устранять выходные, анти- и даже потоковые зависимости, в резуль-

тате чего параллелизм программы может увеличиться. Методы указанных пре-

образований основаны на расщеплении гнезд циклов и представлении решетча-

тых графов в виде набора функций. 

Подстановка переменных и экспансия массивов неоднократно описывались 

в литературе [8, 14, 57, 65, 77] и использовались на практике для безындексных 

переменных или близких простых случаев. Экспансия массивов, позволяющая 

устранять выходные и антизависимости, для любых переменных из всего ли-

нейного класса программ было впервые разработано П. Фотрье [69]. В этой и 

других работах П. Фотрье расщепляет итерационные пространства с помощью 

добавления условных операторов в тело цикла [71, с. 25]. Подстановка индекс-

ных переменных, позволяющая устранять анти- и потоковые зависимости, 

предлагается в [47]. В этой работе ([47]) приводятся абстрактные формулы, и не 

указываются алгоритмы или методы выполнения данного преобразования. 

В настоящее время подстановка индексных переменных и экспансия масси-

вов реализованы в Открытой распараллеливающей системе [55] на основе рас-

щепления в виде последовательности тесных гнезд циклов. 

 

22..33..11  ППооддссттааннооввккаа  ппееррееммеенннныыхх  

Подстановка переменных является обобщением подстановки вперед [45, с. 

20], [57, с. 156], которая выполняется либо для вхождений безындексных пере-

менных, либо для вхождений с одинаковыми индексными выражениями. По-

следнее преобразование позволяет подставить правую часть оператора присваи-
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вания вместо последующих вхождений левой части этого же оператора в другие 

операторы (если это не приводит к неэквивалентной программе). В частном 

случае, когда правая часть оператора присваивания является константой, это 

преобразование называется протягиванием констант [57, с. 146]. Условия, при 

которых подстановка вперед приводит к эквивалентной программе, доказыва-

ются в [45, с. 20].  

 

Пример 44. (Подстановка вперед.) 

 Фрагмент программы 

X[k]=A[i+2]+B;  

B=X[k]+D[i]; 

эквивалентен следующему фрагменту: 

X[k]=A[i+2]+B;  

B=A[i+2]+B+D[i]; 

В последнем фрагменте уже отсутствуют потоковые зависимости. 

Конец примера 44. 

 

Определение. Оператор, правая часть которого подставляется при подста-

новке индексной переменной, будем называть базисным. Использование, вместо 

которого подставляется правая часть базисного оператора, будем называть целе-

вым.  

 

Пример 45. (Простой пример подстановки переменной.) 

Фрагмент программы 
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for(i=1;i<N;i++) 

{ X[i]=A[i+2]+B;  

 Y[i]=X[i-1]+D[i]; 

} 

эквивалентен следующему фрагменту: 

 X[1]=A[3]+B;  

 Y[1]=X[0]+D[1]; 

for(i=2;i<N;i++) 

{ X[i]=A[i+2]+B;  

 Y[i]=A[i+1]+B+D[i]; 

} 

В результирующем фрагменте, в отличие от исходного, отсутствуют пото-

ковые зависимости. 

В данном примере, в отличие от примера 44, пришлось модифицировать 

правую часть базисного оператора, расщеплять цикл и проверять дополнитель-

ные условия эквивалентности (помимо условий принадлежности программы 

линейному классу). Несмотря на это, выполнить подстановку в данном примере 

просто. В общем случае, (например, когда размерность гнезда циклов больше 1, 

когда имеется несколько генераторов целевого вхождения с нетривиальными 

индексными выражениями) выполнение этого преобразования вручную может 

потребовать значительных усилий. 

Конец примера 45. 
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Пусть требуется выполнить подстановку правой части базисного оператора 

Stmt в целевое вхождение v индексной переменной. Будем рассматривать фраг-

мент программы, образованный самым внешним циклом, содержащим и опера-

тор Stmt и целевое вхождение v. Если такого цикла нет, то будем рассматривать 

фрагмент программы, содержащий и оператор Stmt и целевое вхождение v. Для 

упрощения изложения будем считать, что рассматриваемый фрагмент програм-

мы не содержит условных операторов. Пусть в графе информационных зависи-

мостей нет дуг антизависимости, выходящих из вхождений, находящихся в пра-

вой части базисного оператора. Тогда для автоматического выполнения подста-

новки правой части оператора Stmt вместо вхождения v можно использовать 

следующий алгоритм. 

Алгоритм выполнения подстановки переменной. 

1. построим простой решетчатый граф G, описывающий потоковую зависи-

мость по значению целевого вхождения v от всех генераторов, содержащихся в 

рассматриваемом фрагменте программы; 

2. из всех функций, описывающих дуги графа G, выберем только те, которые 

соответствуют зависимости целевого вхождения от генератора базисного опера-

тора; пусть это аффинные функции Fk (k=1..n), заданные на выпуклых подмно-

жествах Hk (k=1.. n) опорного пространства V целевого вхождения; 

3. производим расщепление опорного гнезда циклов целевого вхождения в 

соответствии с разбиением {H1, …, Hn, V \(H1∪…∪Hn)}; 

4. в каждом полученном гнезде, сканирующем Hk (k=1.. n), заменяем целевое 

вхождение правой частью базисного оператора Stmt; при этом каждую компо-

ненту вектора счетчиков циклов I, входящую в правую часть базисного опера-

тора Stmt, заменяем на соответствующую компоненту Fk(I). 
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Пример 46. (Демонстрируется расщепление итерационного пространства 

опорного гнезда циклов и подстановку правой части, без необходимости ее из-

менения.) 

Рассмотрим фрагмент программы умножения многочленов (см. пример 5). 

Пусть требуется подставить правую часть оператора c[k]=0 в использование v1. 

Простой решетчатый граф, описывающий потоковую зависимость по значению 

v1 от u1, u2, задается тройками (u1, H1
u1,v1, Fu1,v1), (u1, H2

u1,v1, Fu1,v1), 

(u2, Hu2,v1, Fu2,v1) (см. пример 25). Выполним расщепление опорного гнезда для 

вхождения v1 в соответствии с разбиением {H1
u1,v1, H2

u1,v1, Hu2,v1}. В гнездах цик-

лов, сканирующих H1
u1,v1 и H2

u1,v1, заменим c[i+j] на 0 (правую часть базисного 

оператора). В результате получим следующий фрагмент программы: 

for(k=0; k<=(N+M); k++)  

 c[k]=0; 

for(i=0; i<=0; i++)  // цикл по H1u1,v1 

 for(j=0; j<=N; j++)  

  c[i+j]=0+a[i]*b[j]; 

for(i=1; i<=M; i++)  // цикл по H2u1,v1 

 for(j=N; j<=N; j++)  

  c[i+j]=0+a[i]*b[j]; 

for(i=1; i<=M; i++)  // цикл по Hu2,v1 

 for(j=0; j<=(N-1); j++)  

  c[i+j]=c[i+j]+a[i]*b[j]; 
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После упрощения данного фрагмента (раскрутка циклов [45], удаление неис-
пользуемых операторов) получим программу, эквивалентную исходной: 
 

for(j=0; j<=N; j++)  

 c[j]=a[0]*b[j]; 

for(i=1; i<=M; i++) 

 c[i+N]=a[i]*b[N]; 

for(i=1; i<=M; i++) 

 for(j=0; j<=(N-1); j++) 

  c[i+j]=c[i+j]+a[i]*b[j]; 

Конец примера 46. 

 

Пример 47. (Демонстрируется преобразование правой части базисного опе-

ратора при подстановке.) 

Рассмотрим фрагмент программы: 

x=b[N]; 

for(i=1;i<=N;i++) 

{ a[i]=(b[i]+x)*0.5; // оператор Stmt1 

 x=b[i]+c[2*i]; // оператор Stmt2 

} 

Итерации данного цикла исполнять одновременно нельзя в виду наличия пото-

ковой зависимости v от u и выходной самозависимости u от u. Выполнить раз-

u 

v 
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биение [49, c. 54] этого цикла также нельзя. Выполним подстановку правой час-

ти оператора Stmt2 вместо использования v.  

Дуги решетчатого графа, описывающего потоковую зависимость по значе-

нию v от u, определяются функцией F(i)=i-1, заданной на целых точках отрезка 

[2, N]. Для выполнения подстановки расщепим цикл по i, в соответствии с раз-

биением {[1,1], [2, N]}. После этого, в цикле, сканирующем [2, N], заменим 

вхождение v модифицированной правой частью оператора Stmt2. Причем правая 

часть оператора Stmt2 модифицируется следующим образом: всякое вхождение 

переменной i заменяется на выражение i-1. После подстановки получим сле-

дующий фрагмент программы: 

x=b[N]; 

for(i=1;i<=1;i++)  // Loop1 

{ a[i]=(b[i]+x)*0.5;  

 x=b[i]+c[2*i];  

} 

for(i=2;i<=N;i++)  // Loop2 

{ a[i]=(b[i]+b[i-1]+c[2*(i-1)])*0.5;  

 x=b[i]+c[2*i];  

} 

Полученный фрагмент программы более пригоден для оптимизации, чем 

исходный: к нему можно применить большее количество оптимизирующих 

преобразований. Выполним раскрутку цикла Loop1 и разбиение цикла Loop2. 

Получим следующий фрагмент программы: 
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x=b[N]; 

a[1]=(b[1]+x)*0.5;  

for(i=2;i<=N;i++)  // Loop2.1 

 a[i]=(b[i]+b[i-1]+c[2*(i-1)])*0.5;  

for(i=2;i<=N;i++)  // Loop2.2 

 x=b[i]+c[2*i];  

 

В полученном фрагменте итерации цикла Loop2.1 можно исполнять одно-

временно. Гнездо циклов Loop2.2 может быть заменено на один оператор – 

«x=b[N]+c[2*N];», а если переменная x далее в программе не используется, то 

это гнездо может быть удалено.  

Конец примера 47. 

 

22..33..22  ЭЭккссппааннссиияя  ммаассссииввоовв  

Экспансия массивов используется для устранения анти- и выходных зависи-

мостей [57, 65]. Это преобразование также позволяет приводить фрагмент про-

граммы к виду с однократным присваиванием (когда каждая переменная или 

элемент массива получает свое значение только один раз).  

Экспансия массива заключается в замене некоторого генератора другим ге-

нератором новой переменной так, чтобы генератор новой переменной на каж-

дой итерации опорного гнезда циклов записывал разные элементы массива. 

Часто для этого необходимо, чтобы размерность новой переменной была боль-

ше, чем размерность переменной заменяемого генератора. Иногда размерность 

новой переменной может совпадать с размерностью переменной заменяемого 

генератора. В этом случае, такое преобразование полностью совпадает с извест-



 137

ным преобразованием «переименование переменной», которое описано для без-

индексных переменных или близких простых случаев в [8, 57, 65, 77]. В работе 

[47] предлагается переименование массивов, однако в этой работе приводятся 

только абстрактные формулы и не указываются алгоритмы или методы выпол-

нения этого преобразования. В некоторых случаях при замене генератора, раз-

мерность новой переменной может быть меньше, размерности переменной за-

меняемого генератора  (то, как определяется размерность новой переменной, 

указывается в алгоритме экспансии массива данного пункта). После замены ге-

нератора производится модификация некоторых использований для сохранения 

эквивалентности исходной и преобразованной программ. 

 

Пример 48. (Переименование скалярной переменной.) 

Рассмотрим фрагмент программы: 

A = B + C; //Stmt1 

B = A + 2; //Stmt2  

A = A * 3; //Stmt3  

F = A * A + D; //Stmt4 

 

В данном фрагменте имеются потоковые зависимости v1 от u1 и v2 от u1, 

указывающие, что операторы Stmt2, Stmt3 должны исполняться только после 

выполнения оператора Stmt1. Антизависимость u2 от v1 указывает, что оператор 

Stmt3 должен исполняться только после исполнения Stmt2. Также в данном 

фрагменте имеется выходная зависимость u2 от u1, показывающая, что переза-

писывается одна и та же ячейка памяти A. 

Анти- и выходные зависимости препятствуют конвейеризации программы. 

В данном примере от этих зависимостей можно избавиться, если заменить гене-

u1 

u2 

v1 

v2 

v3 v4
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ратор u1 переменной A на генератор новой переменной АА (естественно, новая 

переменная АА должна быть описана). Те вхождения, которые использовали 

значения, записанные генератором u1, должны быть заменены на использования 

переменной АА. После описанной процедуры получим следующий фрагмент 

программы, эквивалентный исходному: 

AA = B + C; //Stmt1 

B = AA + 2; //Stmt2  

A = AA * 3; //Stmt3  

F = A * A + D; //Stmt4 

В полученном фрагменте каждая переменная получает свое значение только 

один раз, а также отсутствуют антизависимости. Кроме этого, оператор Stmt3 

может быть исполнен сразу после оператора Stmt1, в отличие от исходной про-

граммы. 

Конец примера 48. 

 

Пример 49. (Переименование скалярной переменной в цикле или экспанси-

ия скалярной переменной.) 

Рассмотрим цикл: 

for(i=0;i<N;i++) 

 x = x + y[i]; //Stmt 

 

Здесь на каждой итерации цикла происходит перезапись одной и той же 

ячейки x. Чтобы избавиться от выходной и антизависимости нужно сделать так, 

чтобы на каждой итерации цикла оператор Stmt производил запись в разные пе-

ременные. Заменим генератор переменной x на генератор одномерного массива 

u1 

u2 

v1 

v2 

v3 v4

u v 
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xx[i]. Тогда, на каждой итерации цикла i′ оператор Stmt будет производить за-

пись в отдельную ячейку памяти xx[i′]. Такую замену можно рассматривать как 

переименование каждого генератора x на конкретной итерации i′ в генератор 

xx[i′]. После необходимой модификации использований переменной x, получим 

следующий фрагмент программы, эквивалентный исходному: 

xx[0] = x + y[0]; 

for(i=1;i<N;i++) 

 xx[i] = xx[i-1] + y[i];  

В данном примере генератор скалярной переменной был заменен генерато-

ром массива. В литературе такое преобразование имеет специальное название – 

растягивание скаляров [45, 57, 65, 69]. 

Конец примера 49. 

 

Пусть во фрагменте программы требуется выполнить экспансию массива х 

для генератора u. Для упрощения изложения будем считать, что рассматривае-

мый фрагмент содержит все использования переменной х в программе и не со-

держит условных операторов. Для выполнения требуемого преобразования 

можно воспользоваться следующим алгоритмом.  

Алгоритм экспансии массива. 

1. Для каждого использования v переменной х строим соответствующий 

простой решетчатый граф потоковой зависимости по значению G. 

2. Для каждого использования v удалим в соответствующем решетчатом гра-

фе G все функции, не описывающие зависимость v от u. Если после этого в 

описании графа G не останется ни одной функции, то вхождение v не использу-

ет значений, записанных генератором u; удалим его из списка рассматриваемых 

использований. 
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3. Заменяем генератор u переменной x на генератор xx(I) новой переменной, 

где I=(I1, I2, …, In) – вектор счетчиков опорного гнезда циклов генератора u; 

размерность переменной xx равна n; величина массива xx по j-ой (j=1..n) раз-

мерности равна максимальному значению, которое принимает счетчик j-го цик-

ла – Ij. 

4. Для каждого набора использований vi (i=1..k) переменной х, имеющих 

одинаковое опорное гнездо циклов LN, выполним: 

а) пусть дуги решетчатого графа Gi, соответствующего использованию vi, 

описываются функциями t
viF  (t=1..si), области определения которых есть вы-

пуклые множества t
viH ; 

б) с помощью разбиения множеств t
viH  (i=1..k, t=1..si) построим новый на-

бор множеств Nj (j=1..p) такой, что для любых j1 и j2, j1≠j2, множества Nj1 и Nj2 

либо не пересекаются, либо совпадают; 

в) производим расщепление опорного гнезда циклов LN в соответствии с 

разбиением {N1, …, Np, V \(N1∪…∪Np)}, где V – пространство итераций гнезда 

LN; 

г) в каждом полученном гнезде, сканирующем Nj (j=1..p), выполняем: для 

всех i=1..k, если при некотором t (t=1..si) Nj⊂ t
viH , то заменяем вхождение vi на 

вхождение xx( t
viF (I)); 

 

Пример 50. (Демонстрируется экспансия массива, без необходимости до-

полнительного разбиения областей определения функций, описывающих дуги 

решетчатых графов (пункт 4.б алгоритма экспансии массива).) 

Рассмотрим фрагмент программы умножения многочленов (см. пример 5). 

Как отмечалось в примере 5, генератор u2 на разных итерациях перезаписывает 

одни и те же ячейки памяти (выходная самозависимость). Также, в двойном 

цикле данного примера имеется антизависимость u2 от v1.  
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Выполним экспансию массива c в генераторе u2. В данной программе име-

ется только одно использование переменной c – использование v1. Простой ре-

шетчатый граф потоковой зависимости по значению v1 от u1, u2 описывается 

тройками (u1, H1
u1,v1, Fu1,v1), (u1, H2

u1,v1, Fu1,v1), (u2, Hu2,v1, Fu2,v1) (см. пример 25). В 

этом описании оставим только тройку (u2, Hu2,v1, Fu2,v1): остальные тройки 

(u1, H1
u1,v1, Fu1,v1) и (u1, H2

u1,v1, Fu1,v1) удалим т.к. они не описывают зависимость 

v1 от u2. Заменим генератор c[i+j] на cс[i][j]. Выполним расщепление опорного 

гнезда для вхождения v1, пространство итераций которого V, в соответствии с 

разбиением {Hu2,v1, V\Hu2,v1}. Т.к. множество V\Hu2,v1 не является выпуклым, то 

расщеплять будем в соответствии с разбиением {Hu2,v1, H1
u1,v1, H2

u1,v1}, где все 

множества являются выпуклыми. В гнезде циклов, которое после расщепления 

сканирует Hu2,v1, заменим использование c[i+j] на использование cс[i−1][j+1]. 

После выполнения указанных действий получим следующую программу, экви-

валентную исходной: 
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for(k=0; k<=(N+M); k++)  

 c[k]=0; 

for(i=0; i<=0; i++)  // цикл по H1u1,v1 

 for(j=0; j<=N; j++)  

  cc[i][j]=c[i+j]+a[i]*b[j]; 

for(i=1; i<=M; i++)  // цикл по H2u1,v1 

 for(j=N; j<=N; j++)  

  cc[i][j]=c[i+j]+a[i]*b[j]; 

for(i=1; i<=M; i++)  // цикл по Hu2,v1 

 for(j=0; j<=(N-1); j++)  

  cc[i][j]=cc[i-1][j+1]+a[i]*b[j]; 

В последней программе отсутствуют анти- и выходные зависимости, в отли-

чие от исходной. Заметим, что полученный фрагмент программы может быть 

упрощен после раскрутки циклов [45], пространство итераций которых состоит 

из одной точки. 

Конец примера 50. 

 

Пример 51. (Демонстрируется экспансия массива на основе расщепления, 

выполняемого с помощью добавления в тело цикла условных операторов [71].) 

С целью сравнения метода экспансии массивов, предлагаемого в данной ра-

боте, с методом экспансии массивов [69, 71], приведем результат экспансии 

массива c для генератора u2 во фрагменте программы примера 5, выполненного 

с помощью метода [69, 71]. 
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for(k=0; k<=(N+M); k++)  

 c[k]=0; 

for(i=0; i<=M; i++)   

 for(j=0; j<=N; j++)  

 if(i<=0)   

  cc[i][j]=c[i+j]+a[i]*b[j]; 

 else  

  if(j>=N)  

   cc[i][j]=c[i+j]+a[i]*b[j]; 

  else  

   cc[i][j]=cc[i-1][j+1]+a[i]*b[j]; 

 

Конец примера 51. 

 

Пример 52. (Демонстрируется экспансия массива, при которой необходимо 

дополнительно разбивать области определения функций, описывающих дуги 

решетчатых графов (пункт 4.б алгоритма экспансии массива).) 

Рассмотрим фрагмент программы: 
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for(i=0; i<=N; i++) 

 for(j=0; j<=N; j++)  

  a[i][j]=a[i-1][j]+a[i][j-1]+a[i+1][j]+a[i][j+1]; 

 

В данном примере имеются две антизависимости u от v3 и u от v4, препятст-

вующие конвейеризации. Дуги решетчатого графа, описывающего потоковую 

зависимость по значению v1 от u, определяются функцией Fu,v1(i, j)=(i−1, j). Об-

ласть определения функции Fu,v1(i, j) есть множество целых точек Hu,v1 области, 

заданной неравенствами: 1≤i≤N, 0≤j≤N. Дуги решетчатого графа, описывающего 

потоковую зависимость по значению v2 от u, определяются функцией 

Fu,v2(i, j)=(i, j-1). Область определения функции Fu,v2(i, j) есть множество целых 

точек Hu,v2 области, заданной неравенствами: 0≤i≤N, 1≤j≤N. Решетчатые графы 

потоковой зависимости по значению v3 от u и v4 от u не имеют дуг (таких зави-

симостей нет). 

Выполним экспансию массива a для генератора u. Вхождения v3, v4 не ис-

пользуют значений, записанных генератором u. Поэтому вхождения v3, v4 ис-

ключим из рассмотрения. Заменим генератор a[i][j] на aa[i][j]. Множества Hu,v1 и 

Hu,v2 пересекаются, поэтому построим набор множеств Nj (j=1..3) такой, что для 

любых j1 и j2, j1≠j2, множества Nj1 и Nj2 либо не пересекаются, либо совпадают. 

Разрезая множества Hu,v1 и Hu,v2 плоскостями, описывающими их границы, мож-

но получить следующие множества Nj (j=1..3):  

• N1 описывается неравенствами 1≤i≤N, 0≤j≤0; 

• N2 описывается неравенствами 0≤i≤0, 1≤j≤N; 

• N3 описывается неравенствами 1≤i≤N, 1≤j≤N; 

Теперь выполним расщепление опорного гнезда для вхождений v1, v2 (т.е. 

исходного гнезда), в соответствии с разбиением {N1, N2, N3, V\(N1∪N2∪N3)}, где 

u v1 v2 v3 v4 
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V – пространство итераций расщепляемого гнезда. Если в полученных гнездах 

выполнить замену использований согласно пункту 4.г алгоритма экспансии 

массива, то получим следующую программу, эквивалентную исходной: 

for(i=0; i<=0; i++) // цикл по V\(N1∪N2∪N3), в нем 

 for(j=0; j<=0; j++) // использования не изменяются 

 aa[i][j]=a[i-1][j]+a[i][j-1]+a[i+1][j]+a[i][j+1]; 

for(i=1; i<=N; i++) // цикл по N1 

 for(j=0; j<=0; j++)  

 aa[i][j]=aa[i-1][j]+a[i][j-1]+a[i+1][j]+a[i][j+1]; 

for(i=0; i<=0; i++) // цикл по N2 

 for(j=1; j<=N; j++)  

 aa[i][j]=a[i-1][j]+aa[i][j-1]+a[i+1][j]+a[i][j+1]; 

for(i=1; i<=N; i++) // цикл по N3 

 for(j=1; j<=N; j++)  

   aa[i][j]=aa[i-1][j]+aa[i][j-1]+a[i+1][j]+a[i][j+1]; 

В последней программе отсутствуют антизависимости, препятствовавшие 

конвейеризации. 

Заметим, что полученный фрагмент программы может быть упрощен после 

раскрутки циклов [45], пространство итераций которых состоит из одной точки. 

Конец примера 52. 
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Пример 53. (Демонстрируется экспансия массива, в результате которой раз-

мерность новой переменной меньше, чем размерность переменной заменяемого 

генератора.) 

Рассмотрим фрагмент программы: 

for (i=0; i<=10; i=i+1) 

 a[i][i] = a[i][i-1]; 

 

 for (i=0; i<=10; i=i+1) 

   for (j=0; j<=10; j=j+1) 

   b[i][i] = a[i][j]; 

 

После выполнения экспансии массива a в генераторе a[i][i] получим сле-

дующий фрагмент программы: 
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for (i=0; i<=10; i=i+1) 

 aa[i] = a[i][i-1]; 

 

 for (i=0; i<=10; i=i+1) 

   for (j=0; j<=(i-1); j=j+1) 

   b[i][i] = a[i][j]; 

 

 for (i=0; i<=10; i=i+1) 

   for (j=i; j<=i; j=j+1) 

   b[i][i] = aa[i]; 

 

 for (i=0; i<=10; i=i+1) 

   for (j=(i+1); j<=10; j=j+1) 

   b[i][i] = a[i][j]; 

 

Конец примера 53. 
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3 ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ПОСТРОЕНИЯ ГРАФОВЫХ МОДЕ-
ЛЕЙ ИНФОРМАЦИОННЫХ ЗАВИСИМОСТЕЙ И ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 
ПРОГРАММ, ИХ ИСПОЛЬЗУЮЩИХ 

 

Автор работы является одним из разработчиков Открытой распараллели-

вающей системы. Разработка данной системы ведется с использованием прин-

цыпов объектно-ориентированного программирования на языке C++. 

Предполагается, что ОРС будет использоваться: 

• как основа для разработки автоматических распараллеливающих ком-

пиляторов для параллельных компьютеров различных архитектур; 

• как основа для разработки системы полуавтоматического и диалого-

вого распараллеливания; 

• как система для исследования параллелизма в последовательных про-

граммах; 

• как обучающая система по параллельным вычислениям. 

О концепциях и структуре ОРС можно прочитать в [48, 49, 97]. 

К моменту написания данной работы, автором реализована следующая 

функциональность ОРС: 

1. построение графа информационных зависимостей для фрагмента про-

граммы на основе неравенств Банержи и НОД теста; 

2. построение элементарных и простых снизу решетчатых графов; 

3. построение графа информационных зависимостей на основе решетча-

тых графов; 

4. разметка циклов ParDo по решетчатым графам; 

5. расщепление многомерных гнезд циклов в виде последовательности 

тесных гнезд; 
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6. подстановка индексных переменных, на основе расщепления в виде 

последовательности тесных гнезд циклов; 

7. экспансия массивов, на основе расщепления в виде последовательно-

сти тесных гнезд циклов. 

Данная функциональность обеспечивается кодом, размер которого составля-

ет около 13 тысяч строк (или 370 кБайт исходных текстов). 

В этой главе будут описаны основные алгоритмы, структуры данных и ре-

шения, лежащие в основе программной реализации указанной функционально-

сти ОРС. Все созданные автором программные модули используют или моди-

фицируют внутреннее представление программы в ОРС. Диаграмма основных 

классов, реализующих графовые модели информационных зависимостей в ОРС, 

приведена в приложении В. 
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3.1 Анализ информационных зависимостей в ОРС 

 

33..11..11  ППооссттррооееннииее  рраассшшиирреенннноойй  ииннффооррммааццииии  оо  ввххоожжддеенниияяхх  

При построении графа информационных зависимостей нужно находить ко-

эффициенты при счетчиках циклов в индексных выражениях вхождений пере-

менных, в границах циклов, в условных операторах. Причем, в процессе по-

строения, приходится неоднократно вызывать процедуру определения зависи-

мости для одних и тех же вхождений, которая использует указанные коэффици-

енты. Между тем, внутреннее представление программы в ОРС имеет сложную 

древовидную структуру [34, 52]. Поэтому несколько раз получать одни и те же 

данные из внутреннего представления неэффективно, тем более что иногда в 

выражениях не приведены подобные относительно счетчиков и т.п. В связи с 

этим, автором были использованы идеи работы [33] для реализации построения 

расширенной информации о вхождениях. Эта информация о вхождениях оказа-

лась удобна для использования и при построении решетчатых графов. 

Расширенная информация о вхождениях представляет собой контейнер 

(класс IndOccurContainer (Indexed Occurrence Container)), хранящий информа-

цию о вхождениях переменных фрагмента программы в удобном виде. В кон-

тейнере IndOccurContainer отдельно хранится список использований и список 

генераторов. Такой способ хранения вхождений удобен на практике: часто при-

ходится отдельно работать с генераторами, отдельно с использованиями, а в 

этом случае все вхождения уже разобраны по типу и дополнительных вычисле-

ний не требуется. 

Расширенная информация о вхождениях строиться при вызове функции 

BuildVO, которая заполняет список генераторов и список использований кон-

тейнера IndOccurContainer. Одним из параметров функции BuildVO является 

ссылка на объект класса id. Этот объект определяет фрагмент программы, для 
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которого нужно строить расширенную информацию о вхождениях. В процессе 

построения последовательно по тексту программы перебираются все операторы 

требуемого фрагмента. При рассмотрении очередного оператора присваивания 

из него выделяются вхождения переменных и заносятся в соответствующие 

списки. При этом вхождения переменных в индексные выражения массивов на 

данном этапе не выделяются и не помещаются в указанные контейнеры23. 

При построении расширенной информации о вхождениях для фрагмента 

программы, все вхождения занумеровываются. Они нумеруются слева направо 

и сверху вниз, начиная с нуля. 

 

Пример 54. Фрагмент программы, с занумерованными вхождениями. 

for(i=1; i<=M; i++) 

{ for(j=1; j<=N; j++)  

 { a[j]=x[i-1][j+1]+y;  

  x[i][j]=a[j]*b[i]; 

 }  

    b[i]=a[i]; 

} 

Конец примера 54. 

 

Такая нумерация вхождений позволяет эффективно решать следующие за-

дачи: 

                                          
23 на момент реализации разработчикам ОРС не требовался разбор операторов на вхож-

дения в строгом соответствии с определением вхождения. 

0 1 2 

3 4 5 

6 7 
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• Для двух вхождений определить, какой из операторов, содержащих 

эти вхождения, расположен раньше по тексту программы (функции 

PrecedesStrictly, PrecedesNonStrictly). 

• Последовательно перебрать все вхождения в блоке операторов, содер-

жащемся в исходном фрагменте.  Для этого можно получить номер 

первого и последнего вхождения в блоке – функция IndOccurCon-

tainer::GetFirstAndLastBlockOccurNumb. Искомый набор вхожде-

ний определяется всеми номерами между двумя найденными. 

Все вхождения в контейнере IndOccurContainer индексированы. По номе-

ру вхождения можно получить его описание из контейнера. 

Теперь рассмотрим основную информацию о вхождении, которая содержит-

ся в элементах контейнеров. Каждый элемент контейнера описывается структу-

рой OccurDesc (Occurrence Description): 
struct OccurDesc:public Status 
{ 
 int occurNumb;//номер вхождения (Occurence's Number). 
 int loopNumb;// количество циклов в опорном гнезде для данного вхождения 

int dim; //размерность переменной 
 int** data;// индексное выражение 
 int *ub,*lb;  // ub верхние границы размерностей переменной,lb - нижние 
 NameIter nameIter;//ссылка на имя переменной во внутреннем представлении 
 Statement* pStmt;//Указатель на оператор во внутреннем представлении, ко-
торому принадлежит данное вхождение 
 ExprData* pOccur;//Указатель на данное вхождение во внутреннем представле-
нии 
 LoopDesc* loops; //Массив, описывающий операторы циклов опорного гнезда. 
Объект loops[i] описывает i-й по вложенности оператор цикла. 
  
 Context* suppPolyhedron;// Опорный многогранник для вхождения 
 ... 
}; 

Рис. 16. Данные члены структуры OccurDesc. 
Динамический массив OccurDesc::data содержит коэффициенты в индекс-

ном выражении при счетчиках циклов опорного гнезда. Этот массив имеет dim 

строк и loopNumb+1 столбцов. Число data[i][j] это коэффициент при счетчике 

j–го цикла в индексном выражении, соответствующем i–ой размерности вхож-
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дения-массива. При этом число data[i][loopNumb+1] это свободный член в ин-

дексном выражении, соответствующем i–ой размерности вхождения-массива.  

 

Пример 55. Для вхождения номер 1 программы примера 54, массив будет 

иметь следующий вид. 

При счетчике «i» При счетчике «j» Свободный член 

1 0 -1 

0 1 1 

Конец примера 55. 

 

Каждый объект типа OccurDesc имеет набор флагов, которые устанавлива-

ются при заполнении объекта данными. В данный момент реализованы сле-

дующие флаги: 

• NONLINEAR – указывает, что индексное выражение не линейно относитель-

но счетчиков циклов; 

• FREE_IS_PARAMETER – указывает, что свободный член в индексном выраже-

нии содержит параметры; 

• INDEX_COEF_IS_PARAMETER – указывает, что индексное выражение содержит 

параметр при счетчике цикла; 

• IS_GENERATOR – указывает, что вхождение является генератором (записы-

вает в память); 

• EXAMINED – указывает, что вхождение «просмотрено» (используется раз-

личными алгоритмами для пометки вхождения). 

Работу с флагами обеспечивает класс Status. Благодаря механизму насле-

дования, объекты типа OccurDesc имеют функцию-член  GetStatus для про-

верки установленных флагов. 
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33..11..22  РРееааллииззаацциияя  ггррааффаа  ииннффооррммааццииоонннныыхх  ззааввииссииммооссттеейй  ннаа  ооссннооввее  

ннееррааввееннссттвв  ББааннеерржжии  

Для проверки существования зависимости вхождения v от вхождения u, был 

реализован НОД тест и неравенства Банержи, описанные в пункте 1.3.1. Эти 

тесты реализованы в функции GetDepSupp. С помощью нескольких последова-

тельных вызовов GetDepSupp(u, v, …), можно найти все носители зависимости v 

от u. Отметим, что для проверки существования зависимости вхождения u от 

вхождения v необходимо вызывать GetDepSupp(v, u, …).  

Граф информационных зависимостей, реализованный в ОРС, храниться в 

виде списка дуг. Поэтому, в процессе построения графа находятся его дуги (за-

висимости), и их описания добавляются в список. 

 

Алгоритм построения графа информационных зависимостей на основе не-

равенств Банержи24. 

В данном алгоритме носители зависимости определяются с помощью функ-

ции GetDepSupp. Если у одного из тестируемых вхождений установлен хотя бы 

один из флагов NONLINEAR, INDEX_COEF_IS_PARAMETER, FREE_IS_PARAMETER, то 

считается, что между этими вхождениями существует зависимость со всеми 

возможными носителями. 

1. В списке генераторов находим первое непросмотренное вхождение u. Ес-

ли таких вхождений нет, то переход на пункт 8. Иначе пусть это вхождение пе-

ременной NAME. 

2. Проверяем наличие самозависимости u от u. Если существует циклически 

порожденная зависимость, то добавляем дугу, характеризующую эту выходную 

самозависимость. 

                                          
24 основная идея этого алгоритма заимствована из работы [33]. 
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3. Находим в списке генераторов очередное непросмотренное вхождение 

переменной NAME. Если таких нет, то перейти на п. 5, иначе пусть это вхожде-

ние v. 

4. Если существует зависимость вхождения v от вхождения u, то добавляем 

дугу, характеризующую эту выходную зависимость. Если существует цикличе-

ски порожденная зависимость вхождения u от вхождения v, то добавляем дугу, 

характеризующую эту выходную зависимость. Переход на пункт 3. 

5. Находим в списке использований очередное непросмотренное вхождение 

переменной NAME. Если таких нет, то перейти на п. 7, иначе пусть это вхожде-

ние v. 

6. Если существует зависимость v от u, то добавляем дугу, характеризую-

щую потоковую зависимость. Если существует зависимость u от v, то добавляем 

дугу, характеризующую антизависимость. (В этом случае, при определении за-

висимостей, необходимо учитывать, какое из вхождений расположено раньше 

по тексту программы.) Пометим вхождение v как просмотренное. Перейти на 

п. 5. 

7. Пометим вхождение u как просмотренное, а все вхождения в списке как 

непросмотренные. Переход на п. 1. 

8. Если в параметрах построения графа указано, что нужно строить и дуги 

входной зависимости, то выполним действия, описанные в пунктах 1, 2, 3 дан-

ного алгоритма, но не для списка генераторов, а для списка использований. 

9. Граф информационных зависимостей построен. 

 

Рассмотрим структуры данных, которые используются для описания графа 

информационных зависимостей. Как уже указывалось, этот граф представляется 

в виде списка дуг, описывающих зависимости между вхождениями. Отдельная 

дуга графа представляется структурой LampArrow. Приведем ее описание. 
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struct LampArrow   
{ 
private: 
 std::list<int> suppList; // список носителей данной зависимости, носители 
нумеруются с 0 (а не с 1, как в определении) 
public: 
 
 EN_DepType type; // тип зависимости: FLOWDEP, ANTIDEP, OUTPUTDEP, INPUTDEP 
 

int srcOccurNumb, depOccurNumb; // номера зависимых вхождений такие, что 
вхождение № depOccurNumb зависит от вхождения № srcOccurNumb 

 
 int commonLoopNumb;  // количество циклов, которые одновременно охваты-
ваю два зависимых вхождения. Носитель всегда строго меньше этого числа. 
 

Statement* pSrcStmt,*pDepStmt; // указатели на операторы во внутреннем 
представлении. Оператор pSrcStmt содержит вхождение № srcOccurNumb, оператор 
pDepStmt содержит вхождение № depOccurNumb. 
 
 ExprData* pSrcOccur,*pDepOccur; // указатели на соотв. вхождения во внут-
реннем представлении. Вхождение pSrcOccur имеет номер № srcOccurNumb, вхождение 
pDepOccur имеет номер № depOccurNumb. 
 
 int TestSupp(int _supp); // Функция проверки носителя зависимости данной 
дуги. Возвращает не 0, если среди носителей имеется носитель равный _supp. 
 
 int IsLoopIndependent(); // Возвращает не 0, если зависимость - циклически 
независимая. 
 
 int IsLoopIndependentOnly(); // Возвращает не 0, если зависимость - цик-
лически независимая и других носителей у данной зависимости НЕТ. 
  

... 
 

}; 

Рис. 17. Структура LampArrow. 
 

Граф зависимостей представляется классом LamportGraph. Единственное 

данное-член этого класса – список дуг. Класс содержит набор функций, позво-

ляющих решать следующие задачи: 

• определить, существует ли дуга графа из вхождения v во вхождение u; 

если существует, то найти все носители данной зависимости; 
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• определить, зависит ли оператор Stmt1 от оператора Stmt225; 

• получить все дуги графа, идущие из генераторов в данное вхождение; 

• получить все дуги графа, идущие из использований в данное вхожде-

ние; 

• проверить, существуют ли дуги, идущие во вхождение v, отличные от 

некоторой дуги (u, v); 

• проверить, существуют ли в графе дуги, описывающие циклически 

порожденные зависимости. 

 

33..11..33  РРееааллииззаацциияя  рреешшееттччааттыыхх  ггррааффоовв..  ВВыыббоорр  ссппооссооббаа  ппооссттррооеенниияя  

В настоящий момент в ОРС реализовано построение элементарных и про-

стых снизу решетчатых графов для линейных программ, не содержащих внеш-

них переменных и условных операторов. 

Построение элементарного снизу решетчатого графа реализовано на основе 

метода параметрического целочисленного программирования, разработанного 

П. Фотрье [70]. Таким образом, указанные графы строятся в соответствии с ал-

горитмом, описанным в пункте 1.3.2, а для нахождения целочисленного лекси-

кографического максимума среди решений систем используется параметризо-

ванный двойственный симплекс метод [70] и параметризованный метод отсече-

ний Гомори [70]. Однако построенное решение – функции описывающие дуги 

решетчатого графа – выписываются не в виде квазиаффинного дерева решений 

[70, 71], а в виде квазиаффинных функций и их областей определения. 

                                          
25 говорят, что оператор Stmt1 зависит от оператора Stmt2, если существуют вхождения 

u∈Stmt1, v∈Stmt2  такие, что u зависит от v; для некоторых преобразований программ, таких 

как разбиение цикла [49], требуются именно такие проверки. 
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Выбор метода параметрического целочисленного программирования [70], по 

сравнению с методом использования матриц с L-свойством [21, 25], в качестве 

основы потроения решетчатых графов, обусловлен следующими причинами: 

1. с помощью метода [70] можно строить решетчатые графы для более ши-

рокого класса программ, чем с помощью метода [21]; 

2. при необходимости, в методе [70], можно не использовать параметризи-

рованный метод отсечений, с помощью которого обеспечивается целочислен-

ность решений; это позволит получать покрывающие функции, аналогично ме-

тоду [21], и уменьшить время построения решетчатого графа; 

3. на основе метода [70] разработаны алгоритмы генерации границ много-

мерных гнезд циклов [64], в отличие от [21]. 

 

Рассмотрим структуры данных, которые используются для описания решет-

чатых графов. Функция, описывающая дуги решетчатого графа, представляется 

структурой ArrowFunc. 
 
struct ArrowFunc 
{ 
 int** data; // матрица, описывающая функцию. 
 int dimi; // количество строк матрицы data 

int dimj; // количество столбцов матрицы data 
int altPolyNumb; //номер альтернативного многогранника, который использо-

вался для построения функции 
 GenArea areas; // область определения функции (многосвязная) 
 NewParamList* newParamList;//ур-ния для добавленных параметров 
 
 void GetSource(LoopIndex& source,LoopIndex& sink);//по вершине конца дуги 
sink возвращает начало дуги source. Предполагается, что sink принадлежит О.О.Ф. 
этой функции 

 
 ... 

}; 

Рис. 18. Структура, представляющая функцию, которая описывает ду-
ги решетчатого графа. 

 

Пример 56. Рассмотрим функцию Fu2,v1(i, j)=(i−1, j+1), определенную на 

Hu2,v1, которая описывает дуги решетчатого графа (см. пример 21). Массив data 
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объекта типа ArrowFunc, описывающего эту функцию, будет иметь следующий 

вид: 

 коэф. при «i» коэф. при «j» своб. член 

строка/столбец 0 1 2 

0 1 0 -1 

1 0 1 1 

 

Рассмотрим функцию, описывающую дуги решетчатого графа, изображен-

ного на рисунке 7. В общем виде она записывается следующим образом: 

F(i)=0*i+1*q+0, где q=(i+0)÷2. Таким образом, массив data объекта типа Arrow-

Func, описывающего данную функцию, будет иметь вид: 

 коэф. при «i» коэф. при «q» своб. член 

строка/столбец 0 1 2 

0 0 1 0 

Равенство, определяющее q (q=(i+0)÷2), будет описываться первым элемен-

том списка newParamList.  

Конец примера 56. 

 

Элементарный снизу решетчатый граф представляется классом ElemLat-

ticeGraph. Среди данных-членов этого класса есть ссылки на объекты класса 

OccurDesc, описывающие пару вхождений, зависимость между которыми опи-

сывает данный граф. Также, среди данных членов имеется список  

std::list<ArrowFunc*>, представляющий набор функций, описывающих дуги 

графа. Перечислим наиболее важные методы этого класса: 

• Build(OccurDesc& srcEntry,OccurDesc& depEntry) – построить решетча-

тый граф, описывающий зависимость вхождения depEntry от вхождения 

srcEntry. 
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• int SelfTest() –  функция проверки правильности построения графа. Функ-

ция полным перебором находит множество всех дуг решетчатого графа и 

проверяет совпадение этого множества с множеством дуг, описываемых 

построеннми функциями.  

• int TestLatticeBasedSupp(int supp) – проверяет, существует ли в опи-

сании графа функция, при построении которой использовался альтернатив-

ный многогранник с номером  supp. 

• int GetSource(LoopIndex& source,LoopIndex& sink) – данная функция 

по вершине конца дуги sink возвращает вершину начала дуги source. Если в 

вершину sink не входит дуга графа, то функция возвращает 0. 

• Print(const char* fileName) – вывод функций, описывающих дуги графа, 

в текстовый файл. 

Простой снизу решетчатый граф представляется классом LatticeGraph. 

Среди данных-членов этого класса есть ссылка на объект класса OccurDesc, 

описывающий зависимое вхождение v. Также, среди данных членов имеется 

список  std::list<LatticeDataElem*>. Каждый элемент этого списка содержит 

ссылку на некоторое вхождение u и набор функций, которые описывают зави-

симость v от u. Основные методы данного класса аналогичны рассмотренным 

методам класса ElemLatticeGraph. 

Элементарный решетчатый граф в настоящий момент визуализирован в 

ОРС, для гнезд циклов глубиной 1 и 2. Простой решетчатый граф строиться 

только в преобразованиях, и в настоящий момент не визуализирован. Кроме то-

го, в настоящий момент не реализовано построение простого снизу решетчатого 

графа, который не может быть описан функциями, удовлетворяющими услови-

ям C.1) – C.3) (пункт 1.2.2.4). 
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Рис. 19. Визуализация элементарного снизу решетчатого графа зави-

симости использования x[j] от генератора x[i] в ОРС. 
 

 

3.1.3.1 Тестирование правильности построения решетчатого графа 

Решетчатые графы лежат в основе всех методов, разработанных автором. 

Сложность реализации некоторых из них, таких как, например, подстановка ин-

дексных переменных и экспансия массивов, довольно велика. Кроме этого, на 

программные реализации данных методов ложится функция апробации теоре-

тических результатов. Таким образом, не имея программных модулей, которые 
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гарантированно правильно строят решетчатые графы, нельзя приступать к про-

граммным реализациям полученных в работе методов (в противном случае, от-

ладка займет недопустимое количество времени, из-за потенциально большого 

количества ошибок и мест их появления). 

Ручная проверка правильности построения элементарных решетчатых гра-

фов во многих случаях является нетривиальной задачей, отнимающей значи-

тельные силы и время: нужно проверить правильность построения каждой дуги. 

Для гнезд циклов, размерности больше чем 2, и не совсем тривиальных индекс-

ных выражений зависимых вхождений, ручная проверка правильности построе-

ния элементарного решетчатого графа часто бывает очень сложной. Сложность 

проверки еще увеличивается, когда проверяются элементарные решетчатые 

графы, дуги которых описываются квазиаффинными функциями, и простые ре-

шетчатые графы. 

Для решения обозначенных выше проблем, в ОРС были реализованы функ-

ции автоматического тестирования правильности построения решетчатых гра-

фов. Они реализованы как функции-члены (SelfTest)  классов,  описывающих 

решетчатые графы, и могут быть вызваны после того, как соответствующий 

граф построен (построены функции, описывающие дуги графа). Эти функции 

полным перебором вершин графа находят множество всех его дуг, и проверяют 

совпадение этого множества с множеством дуг, описываемых построенными 

функциями. Функции SelfTest способны тестировать элементарные решетча-

тые графы, дуги которых описываются квазиаффинными функциями, и простые 

решетчатые графы. 
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3.1.3.2 Экспериментальные данные о времени построения 

решетчатых графов 

Для того чтобы оценить, насколько использование решетчатых графов мо-

жет замедлить процесс компиляции программы, был проведен эксперимент. 

Большинство программ, подобранных для осуществления этого эксперимента, 

реализуют практически используемые алгоритмы, такие как метод Жордана 

решения системы линейных алгебраических уравнений [21, с. 390], метод ис-

ключения Гаусса (упрощенный), некоторый вариант LU разложения, умноже-

ние многочленов и др. В ходе эксперимента для каждой программы выполнялся 

замер времени построения минимальных снизу решетчатых графов всех типов 

зависимости (т.е. всевозможных простых снизу решетчатых графов). Также, 

выполнялся замер времени построения всевозможных элементарных снизу ре-

шетчатых графов. И в том и в другом случаях, отдельно измерено время по-

строениях всевозможных решетчатых графов, без учета тех, которые описыва-

ют входную зависимость. Измерение времени производилось на персональном 

компьютере с процессором Intel Pentium-4 530. Стоит отметить, что при реали-

зации методов построения решетчатых графов автор работы не занимался оп-

тимизацией по времени. Поэтому, время построения этих графов в ОРС может 

быть уменьшено. 

Полученные в ходе эксперимента измерения, а также тексты рассматривае-

мых программ, приведены в приложении Б. Отметим, что время построения 

графа информационных зависимостей с помощью неравенств Банержи и НОД 

теста во всех рассматриваемых программах неразличимо для стандартных 

функций C измерения времени и считается равным нулю. 

По мнению автора работы, несмотря на то, что время построения всех про-

стых снизу решетчатых графов значительно превышает время построения графа 

информационных зависимостей на основе неравенств Банержи и НОД теста, 

оно является приемлемым для использования в компиляторах. 
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33..11..44  РРееааллииззаацциияя  ппооссттррооеенниияя  ггррааффаа  ииннффооррммааццииоонннныыхх  ззааввииссииммооссттеейй  

ннаа  ооссннооввее  рреешшееттччааттыыхх  ггррааффоовв  

Важной частью построения графа информационных зависимостей является 

метод, с помощью которого определяются зависимые вхождения. В пункте 3.1.2 

описывался метод построения графа на основе неравенств Банержи и НОД тес-

та. Такое построение графа информационных зависимостей было реализовано в 

ОРС первым. Однако, несмотря на все достоинства тестов Банержи и НОД, они 

не точны (см. 1.3.4.1). Поэтому, в настоящий момент в ОРС реализовано по-

строение графа зависимостей на основе элементарных снизу решетчатых графов 

и простых снизу решетчатых графов. Реализация выполнена с помощью, так 

называемого, уточнения графа информационных зависимостей. Сначала этот 

граф строится на основе тестов Банержи и НОД. Затем дуги построенного графа 

перепроверяются с помощью других методов анализа зависимостей. В результа-

те, некоторые дуги или носители у некоторых дуг могут быть удалены. Такой 

подход представляется удобным т.к. тесты Банержи и НОД есть эффективный 

способ доказательства либо информационной независимости, либо отсутствия 

некоторого носителя. 

Алгоритм построения графа информационных зависимостей на основе эле-

ментарных снизу решетчатых графов. 

1. Строим граф информационных зависимостей на основе неравенств Ба-

нержи и НОД теста. 

2. Производим уточнение построенного графа: 

 для каждой дуги графа (u, v) выполним: 

 а) строим элементарный решетчатый граф G, описывающий зависимость 

v от u; 

 б) если граф G не имеет дуг, то удалим дугу (u, v) из графа зависимостей; 
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 в) иначе заменяем список носителей дуги (u, v) на список номеров альтер-

нативных многогранников, которые использовались при построении графа G. 

 

Пример 57. На нижеследующих рисунках приведен пример графа информа-

ционных зависимостей, построенный с помощью тестов Банержи и НОД и с 

помощью элементарных снизу решетчатых графов. 

 
Рис. 20. Граф информационных зависимостей, построенный с помо-

щью неравенств Банержи и НОД теста. 
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Рис. 21. Граф информационных зависимостей, построенный с помо-

щью элементарных снизу решетчатых графов. 
Конец примера 57. 

 

Алгоритм построения графа информационных зависимостей на основе про-

стых снизу решетчатых графов. 

1. Строим граф информационных зависимостей на основе неравенств Ба-

нержи и НОД теста. 

2. Производим уточнение построенного графа: 

 для каждого вхождения v, в которое входят дуги, выполним: 

 а) найдем множество генераторов ui (i=1..n), из которых идут дуги в вхо-

ждение v; 

 б) построим простой снизу решетчатый граф G, описывающий зависи-

мость v от ui (i=1..n); 
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 в) для каждой пары (ui, v) в графе G находим набор функций, описываю-

щих зависимость v от ui, с помощью которых модифицируем носители дуги 

(ui, v) и принимаем решение о ее дальнейшем существовании в графе; 

 г) выполняем пункты а), б), в) данного алгоритма для всех использований, 

из которых идут дуги в вхождение v. 

 

Пример 58. На нижеследующих рисунках приведен пример графа информа-

ционных зависимостей, построенный с помощью тестов Банержи и НОД и с 

помощью простых снизу решетчатых графов. 

 
Рис. 22. Граф информационных зависимостей, построенный с помо-
щью неравенств Банержи и НОД теста. Граф содержит дугу ложной 
потоковой зависимости использования x[j] от генератора x[i] операто-

ра x[i]=b[i]. 
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Рис. 23. Граф информационных зависимостей, построенный с помо-
щью простых снизу решетчатых графов. Все дуги потоковой зависи-
мости в графе есть дуги зависимости по значению. (Дуга потоковой за-
висимости использования x[j] от генератора x[i] оператора x[i]=b[i] 

удалена.) 
Конец примера 58. 

 

33..11..55  РРееааллииззаацциияя  ррааззммееттккии  PPaarrDDoo  ццииккллоовв  вв  ппррооггррааммммее  

В настоящий момент в ОРС реализована разметка ParDo циклов на основе 

неравенств Банержи и НОД теста. Кроме этого, реализована разметка ParDo 

циклов по элементарным и простым снизу решетчатым графам.  

Все эти различные способы разметки реализованы единым образом: одной 

функцией. Это возможно благодаря тому, что носитель зависимости влияет на 

свойство ParDo цикла, и совпадает с номером некоторого альтернативного мно-

гогранника (см. 2.1.2).  
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Алгоритм разметки ParDo циклов в программе. 

1. Строим граф информационных зависимостей без учета входных зависи-

мостей. Для построения используем один из следующих методов (в зависимости 

от того, как нужно разметить циклы): 

• неравенства Банержи и НОД тест; 

• элементарные снизу решетчатые графы; 

• простые снизу решетчатые графы. 

2. Для каждой дуги (u, v) построенного графа, описывающего зависимость 

типа T, выполним: 

• если у данной зависимости существует носитель s, то в гнезде циклов, 

содержащих и вхождение u и вхождение v, пометим цикл на глубине 

вложенности s+1 как НЕ ParDo цикл по зависимости типа T. 

3. Конец алгоритма. 

Пусть в данном алгоритме граф информационных зависимостей построен с 

помощью неравенств Банержи и НОД теста. Тогда циклы, итерации которых 

исполнять одновременно нельзя, будут помечены как НЕ ParDo циклы по неко-

торым зависимостям. Этот классический метод имеет все недостатки, присущие 

неравенствам Банержи и НОД тесту. 

Пусть в данном алгоритме граф информационных зависимостей построен 

либо с помощью элементарных, либо с помощью простых снизу решетчатых 

графов. Тогда в результате работы алгоритма будут помечены циклы, не яв-

ляющиеся циклами ParDo по элементарным либо простым снизу решетчатым 

графам некоторой зависимости. Такой метод позволяет определять циклы, ите-

рации которых можно выполнять одновременно, только в случае совпадения 

минимального снизу и сверху графов антизависимости. 

В ОРС необходимо реализовать минимальные сверху решетчатые графы. 

Тогда можно будет строить граф информационных зависимостей на основе ре-

шетчатых графов, описывающих зависимость по значению. После добавления 
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соответствующего варианта построения графа информационных зависимостей в 

функцию разметки ParDo циклов, будет реализован метод определения циклов, 

итерации которых можно исполнять одновременно, основанный на решетчатых 

графах (без дополнительных ограничений). 
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3.2 Преобразования программ, основанные на решетчатом 

графе, в ОРС 

Автором работы были реализованы три преобразования программ, основан-

ные на решетчатых графах. Однако эти преобразования реализованы только в 

экспериментальном варианте: в некоторых из случаев, когда минимальный сни-

зу и сверху графы антизависимости не совпадают, они могут привести к неэк-

вивалентной программе. Далее будут описаны эти реализации. 

 

33..22..11  РРееааллииззаацциияя  рраассщщееппллеенниияя  ггннееззддаа  ццииккллоовв..  ВВыыббоорр  ммееттооддаа  

ггееннееррааццииии  ггрраанниицц  ццииккллоовв  

В настоящий момент в ОРС реализовано расщепление тесных гнезд циклов 

в виде последовательности тесных циклов.  

Алгоритм расщепления тесного гнезда, реализованный в ОРС. 

На входе алгоритма тесное гнездо, которое нужно расщепить, и список вы-

пуклых областей, которые образуют разбиение итерационного пространства ис-

ходного гнезда. 

1. Области в списке сортируются так, чтобы для любых двух областей N1, N2 

и любого элементарного снизу решетчатого графа G выполнялось: если граф 

содержит дугу, идущую из N1 в N2, то N2 находится ближе к концу списка, чем 

N1. 

2. Если такая сортировка невозможна, то алгоритм завершается без выпол-

нения расщепления. 

3. В соответствии с построенным списком генерируем описание требуемой 

последовательности тесных гнезд. Эта структура описывается деревом, узлы 

которого имеют тип LoopBoundsNode. Для генерации границ циклов использу-

ется алгоритм [63]. 
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4. Имея описание последовательности гнезд циклов, модифицируем внут-

реннее представление. 

Для генерации границ циклов использовался алгоритм [63] вместо алгорит-

ма [58], по следующим причинам: 

1. как показано в работе [61], алгоритм [63] требует меньше памяти, чем ал-

горитм [58]; 

2. как показано в работе [61], при больших размерностях гнезд циклов алго-

ритм [63] выполняется быстрее, чем алгоритм [58]; 

3. алгоритмом [58] можно сгенерировать только сразу все границы всех цик-

лов в гнезде; алгоритм [63] более удобен, им можно генерировать границы цик-

лов отдельно для каждой глубины вложенности; 

4. алгоритм [63] использует параметризованный двойственный симплекс ме-

тод, который был реализован в ОРС для построения решетчатых графов. 

Также, в ОРС реализована функция, которая строит расщепление по разбие-

нию, полученному из областей определения функций, описывающих дуги неко-

торого решетчатого графа. Это позволяет выполнять оптимизацию, описанную 

в 2.2.2.2. 

 

Пример 59. На рисунке 24 приведен фрагмент программы в ОРС, непосред-

ственно перед расщеплением. Расщепление будет выполнено в соответствии с 

разбиением пространства итераций, состоящем из области определения функ-

ции, описывающей дуги решетчатого графа зависимости a[j][i] от a[i][j] (эти 

вхождения выделены), и дополнения этой области до пространства итераций. 
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Рис. 24. ОРС непосредственно перед расщеплением. 

После выполнения расщепление, будет получен фрагмент программы, изо-

браженный на рисунке 25. 
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Рис. 25. ОРС после выполнения расщепления и разбора полученного 

кода. 
Отметим, что в ОРС не было проделано никакой работы по оптимизации 

полученной в ходе расщепления структуры циклов (в полученной программе 

можно вызов «__max(1, i)» заменить на «i»). Методы нетривиальной оптимиза-

ции сгенерированных циклов даются в работе [62]. 

Конец примера 59. 
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33..22..22  ППооддссттааннооввккаа  ппееррееммеенннныыхх  ии  ээккссппааннссиияя  ммаассссииввоовв  

Программная реализация подстановки переменных и экспансии массивов 

выполнена в соответствии с алгоритмами, описанными в пунктах 2.3.1, 2.3.2.  

Стоит отметить, что сложность реализации экспансии массивов значительно 

превышает сложность реализации подстановки и расщепления. Экспансия мас-

сивов, которая применима для всех программ из линейного класса, была впер-

вые разработана П. Фотрье более 15 лет назад. Несмотря на это, автору не из-

вестна распараллеливающая система, где это преобразование было бы запро-

граммировано. Даже в такой «богатой» оптимизирующими и распараллели-

вающими преобразованиями французской системе PIPS [98], где реализованы 

многие методы П. Фотрье, это преобразование еще не реализовано, о чем разра-

ботчики сообщают на странице [99]. 

Ниже приведены формы ОРС, демонстрирующие эти преобразования. 
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Рис. 26. ОРС перед подстановкой генератора c[k] вместо использова-

ния c[i+j] в программе умножения многочленов. 
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Рис. 27. ОРС после подстановки генератора c[k] вместо использования 

c[i+j] в программе умножения многочленов. 
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Рис. 28. ОРС перед экспансией массива a для генератора a[i][j]. 
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Рис. 29. ОРС после экспансии массива a для генератора a[i][j]. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В диссертационной работе выполнен сравнительный анализ известных ме-

тодов, с помощью которых возможно построение решетчатых графов. В силу 

причин, изложенных в пункте 3.1.3, в качестве основы построения решетчатых 

графов в ОРС выбран метод П. Фотрье, который программно реализован авто-

ром работы. 

Также в работе выполнено детальное сравнение решетчатого графа с наибо-

лее часто используемыми представлениями информационной зависимости. До-

казана связь существования функций, описывающих дуги решетчатого графа, с 

носителями информационной зависимости по значению. Указаны преимущест-

ва использования решетчатых графов перед традиционными представлениями 

информационной зависимости по памяти. Особое внимание уделено выявлению 

слабых мест методов построения представлений информационной зависимости 

по памяти – неравенств Банержи и НОД теста. Приведены примеры, в которых, 

пользуясь данными методами можно обнаружить не весь параллелизм програм-

мы, неправильно определить наличие зависимости, ошибочно запретить выпол-

нение преобразования. Методы использования решетчатых графов не обладают 

указанными недостатками. 

При изучении решетчатых графов были получены необходимые и достаточ-

ные условия цикла ParDo по решетчатому графу, применимые ко всем про-

граммам из линейного класса. Метод определения циклов, итерации которых 

можно выполнять одновременно, основанный на этих условиях, позволяет на-

ходить большее количество ParDo циклов, чем известные методы [8, 21, 95]. 

Кроме того, этот метод удобен для использования при автоматическом распа-

раллеливании.  

В диссертационной работе получены новые методы расщепления многомер-

ных циклов. Они позволяют по заданному разбиению пространства итераций 
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строить расщепление как тесных, так и нетесных многомерных циклов. Показа-

но, как полученные методы, вместе с необходимыми и достаточными условия-

ми ParDo циклов по решетчатым графам, могут быть использованы для усовер-

шенствования и последующей программной реализации метода распараллели-

вания на макроуровне [21, параграф 7.2]. Таким способом можно распараллели-

вать программы, которые невозможно распараллелить с помощью методов, ос-

нованных на традиционных представлениях информационной зависимости 

(вектор направления, носитель, расстояние зависимости). Полученные алгорит-

мы конкретизированы до возможности использования при автоматическом рас-

параллеливании. 

На основе разработанных алгоритмов расщепления многомерных циклов, в 

работе получены новые методы подстановки индексных переменных и экспан-

сии массивов. Эти методы позволяют повысить эффективность распараллелива-

ния высокоуровневых последовательных программ. Данные преобразования 

также невозможно реализовать, используя традиционные представления ин-

формационной зависимости. 

Все полученные в диссертации методы, с некоторыми ограничениями, реа-

лизованы автором в ОРС. 

В ходе выполнения работы, был проделан численный эксперимент с целью 

изучения времени построения решетчатых графов для фрагментов программ. 

Результаты эксперимента показали, что время построения решетчатых графов 

является приемлемым для использования в распараллеливающих компиляторах. 

Проведенная автором работа показывает, что современный компилятор мо-

жет содержать методы анализа, основанные на теории решетчатых графов.  

Из всего вышесказанного следует, что цель диссертационной работы авто-

ром достигнута. 
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Полученные в работе результаты могут быть использованы в автоматиче-

ском, полуавтоматическом и ручном режимах создания параллельных про-

грамм.  
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 

На нижеследующем рисунке показана степень загрузки процессора Intel Pen-

tium-4 530 (с технологией Hyper Threading) при исполнении одной, непрерывно 

вычисляющей программы test. Текст этой программы можно видеть в окне «test 

– Microsoft Visual C++ …» (рис. 30): основная часть работы этой программы со-

стоит в исполнении трехмерного гнезда циклов, внутри которого исполняется 

единственный оператор. При исполнении программы в окне «Диспетчер задач 

Windows» (рис. 30) можно наблюдать, что мощность процессора используется 

чуть более чем на 50%. 

 
Рис. 30. Исполнение программы test на персональном компьютере с 

процессором Intel Pentium-4 530. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 

В таблице 2 приведены данные о времени построения решетчатых графов 

для указанных фрагментов программ. Тексты программ приведены в таблице 3. 

Таблица 2. 

 Время построения все-

возможных элементар-

ных снизу решетчатых 

графов для программы, 

сек. 

Время построения все-

возможных простых 

снизу решетчатых гра-

фов для программы, 

 сек. 

Количество дуг в графе 

инф. зависимостей про-

граммы, построенном с 

помощью неравенств 

Банержи и НОД теста 

Программа Без учета 

входной 

зависимости 

С учетом 

входной 

завис-ти 

Без учета 

входной 

зависимости

С учетом 

входной 

завис-ти 

Без учета 

входной 

зависимости

С учетом 

входной 

завис-ти 

Scalar_exp_tst.c 0.031 0.031 0.062 0.094 8 11
Slae_revsubst.c 0.031 0.047 0.125 0.297 11 16
Poly_mult.c 0.015 0.031 0.070 0.094 5 8
Matrix_mult.c 0.063 0.109 0.120 0.188 3 6
Dirih.c 0.016 0.040 0.016 0.079 4 10
Jordan.c 0.135 0.219 0.344 0.625 21 31
Gauss_elim.c 0.125 0.266 0.313 0.954 10 27
LU_decomp2.c 0.235 0.375 0.625 1.515 38 69

 

Таблица 3. 

Scalar_exp_tst.c Slae_revsubst.c 
 
for(i=1;i<=10;i=i+1) 
 { 
  x=b[i][10]; 
  for(j=1;j<=10;j=j+1) 
  { 
   a[i][j] = (b[i][j]+x); 
   x = b[i][j]; 
  } 
 }  

 
 x[0]=b[0]; 
 for(i=1;i<=100;i=i+1)   
 { 
  x[i]=b[i]; 
  for ( j=0 ;j<=(i-1); j=j+1) 
  { 
    x[i]=x[i]-a[i][i-j]*x[i-j]; 
  } 
 } 
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Poly_mult.c Dirih.c 
 
for(k=1;k<=100;k=k+1) 
 { 
  c[k]=0; 
 } 
 
 for(i=1;i<=50;i=i+1) 
  for(j=1;j<=50;j=j+1) 
  { 
   c[i+j]=c[i+j]+a[i]*b[j]; 
  } 

 

 
for(i=1;i<=100;i=i+1) 
  for(j=1;j<=100;j=j+1) 
  { 
   a[i][j]=a[i-1][j]+a[i][j-1] + 
a[i+1][j]+a[i][j+1]; 
  } 

 

Jordan.c Gauss_elim.c 
for(k=0;k<=99;k=k+1) 
 { 
    l[0]=1/a[0][k]; 
 
    for(p=1;p<=99;p=p+1) 
    { 
      l[p]=-a[p][k]; 
    } 
 
    for(j=k+1;j<=100;j=j+1) 
    { 
      u[j]=a[0][j]*l[0]; 
      for(i=1;i<=99;i=i+1) 
      { 
        a[i-1][j]=a[i][j]+l[i]*u[j]; 
      } 
      a[99][j]=u[j]; 
    } 
 } 

 
for(i=0;i<=99;i=i+1) 
 { 
  for(j=(i+1);j<=99;j=j+1) 
  { 
   tmp[i][j]=a[j][i]/a[i][i]; 
   for (k=(i+1);k<=100;k=k+1) 
   { 
    a[j][k]=a[j][k]-
tmp[i][j]*a[i][k]; 
   } 
  } 
 } 

LU_decomp2.c Matrix_mult.c 
 
for(i1=0;i1<=99;i1=i1+1) 
 { 
   L[i1][0]=A[i1][0]; 
 } 
 
 for(j1=0;j1<=99;j1=j1+1) 
 { 
   U[0][j1]=A[0][j1]/A[0][0]; 
 } 
 
  for(j=1;j<=99;j=j+1) 
  { 
   for(i=j;i<=99;i=i+1) 
   { 
     SUM[j][i]=0; 
     for (k1=0;k1<=(j-1);k1=k1+1) 
     { 
      

 
for(i=0;i<100;i=i+1) 
  for(j=0;j<100;j=j+1) 
   for(k=0;k<100;k=k+1) 
   { 
    c[i][j]=c[i][j]+a[i][k]*b[k][j]; 
   } 
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SUM[j][i]=SUM[j][i]+L[i][k1]*U[k1][j]; 
     } 
     L[i][j]=A[i][j]-SUM[j][i]; 
   } 
   U[j][j]=1; 
   for(i2=(j+1);i2<=99;i2=i2+1) 
   { 
     SUMM[j][i2]=0; 
     for (k=0;k<=(j-1);k=k+1) 
     { 
      
SUMM[j][i2]=SUMM[j][i2]+L[j][k]*U[k][i2];
     } 
     U[j][i2]=(A[j][i2]-
SUMM[j][i2])/L[j][j]; 
   } 
  } 
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ПРИЛОЖЕНИЕ В 

 
Рис. 31. Диаграмма основных классов, реализующих анализ информацион-

ных зависимостей в ОРС. 
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